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Einleitung

Mathematics is the gate and key to the sciences. .. Neglect of mathematics
works injury to all knowledge, since one who is ignorant of it cannot know
the other sciences of the things of this world. And what is worst, those who
are thus ignorant are unable to perceive their own ignorance and so do not
seek a remedy.

(Roger Bacon)

In den vergangenen zwanzig Jahren hat sich das objekt-orientierte Sprachparadigma
zum Standarddenkmodell in der Softwaretechnik entwickelt, was nicht zuletzt mit der
jahrlich exponentiell steigenden Komplexitét der zu losenden Aufgaben zu erkldren ist.
Es existieren fast keine Industriezweige oder Wissenschaften, die heutzutage nicht bereits
in hohem Mafle von der Softwaretechnik abhéngig sind.

Parallel zur steigenden Komplexitiat wéchst aber auch die Forderung seitens der Ab-
nehmer nach hoher Qualitdt und geringer Fehlerwahrscheinlichkeit. Und gerade diese
widerspriichliche Ausgangslage hat dazu gefiihrt, dass sich aufgrund der sehr guten Mo-
dularisierung, die mit objekt-orientierten Programmiersprachen und Werkzeugen erreich-
bar ist, die objekt-orientierte Denkweise als Standardkonzept fiir die Entwicklung nicht-
trivialer Software durchgesetzt hat.

Allerdings tritt das objekt-orientierte Paradigma selten — mit Ausnahme von exoti-
schen Programmiersprachen wie Eiffel oder SmallTalk — in Reinform auf, sondern ist
i.d.R. gepaart mit imperativen oder funktionalen Konzepten. Beispielsweise basieren Ja-
va und C++ auf einer imperativen Kernsprache, wiahrend O’Caml, wie alle Sprachen der
ML-Familie, auf einem funktionalen Kern basiert.

Leider existiert jedoch bis heute keine vollstdndige Theorie, welche alle wichtigen
objekt-orientierten Konzepte beinhaltet. Zwar existieren fiir O’Caml Ansétze die Pro-
grammiersprache formal zu beschreiben und bestimmte Eigenschaften zu beweisen, je-
doch umfassen diese Betrachtungen jeweils nur einen Teil der Sprache und sind oft zu
informal gehalten. Ahnlich verhilt es sich mit theoretischen Betrachtungen von Program-
miersprachen wie Java oder C++.

Im Rahmen dieser Arbeit soll nun eine vollstdndige Theorie fiir eine objekt-orientierte
Programmiersprache entwickelt werden, welche u.a. die objekt-orientierten Kernkonzepte
Datenkapselung (engl. information hiding), Subtyping und Vererbung (héufig als Sub-
classing bezeichnet) unterstiitzt. Als Grundlage fiir die Betrachtungen dient eine einfache
funktionale Programmiersprache, die aus mathematischer Sicht leicht zugénglich ist.

Insbesondere interessant ist natiirlich in diesem Zusammenhang, ob und wie sich die be-
kannten objekt-orientierten Konzepte in einer (statisch) typsicheren Programmiersprache
unterbringen lassen. Statisch typsicher bedeutet dabei, dass bei der statischen Typiiber-
priifung, die wahrend der Compilephase durchgefiihrt wird, bereits alle Fehler entdeckt
werden, die in einem naiven Interpreter zur Laufzeit fehlerhaftes Verhalten verursachen
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wiirden. D.h. eine statisch typsichere Programmiersprache benotigt i.d.R. keine Laufzeit-
typiiberpriifung. Wir werden spéter sehen, wie sich diese Eigenschaft formal handhaben
lasst.

Da in diesem Dokument nur eine kurze Einfithrung in die zugrundeliegende Thematik
gegeben wird, sollte der Leser vertraut sein mit den Grundlagen der Computerprogram-
mierung und insbesondere mit den Grundlagen funktionaler Programmiersprachen. Eine
gute Einfiihrung in die zugrunde liegende Thematik bietet unter anderem JASSOI].

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

e In Kapitel [If wird kurz die grundlegende Mathematik wiederholt und eine einfache
funktionale Programmiersprache vorgestellt, welche als Grundlage fiir die nachfol-
gend vorgestellten objekt-orientierten Programmiersprachen dient.

e In Kapitel [2| wird zunéchst eine Erweiterung der rein funktionalen Programmier-
sprache um objekt-orientierte Konzepte betrachtet. Fiir diese neue Sprache wird
dann bewiesen, dass sie typsicher ist.

e Kapitel 3| und Kapitel |4] erweitern das Typsystem der einfachen objekt-orientierten
Programmiersprache um die Konzepte Subtyping und rekursive Typen, wobei zunéchst
diese Konzepte separat eingefiithrt werden, und anschliessend eine Programmier-
sprache entwickelt wird, welche beide Konzepte umfasst.

e Schliellich wird in Kapitel 5| das Typsystem und die Semantik der Sprache um das
objekt-orientierte Kernkonzept Vererbung erweitert, und es wird wieder gezeigt,
dass diese neue Sprache nach wie vor typsicher ist.



1 Grundlagen

Zu Anfang stellen wir zunéchst die zugrunde liegende Mathematik und die einfache
funktionale Programmiersprache vor, auf der die in diesem Dokument dargestellten Pro-
grammiersprachen basieren. Sollte der Leser bereits mit den theoretischen Grundlagen
von Programmiersprachen der ML-Familie vertraut sein, kann er dieses Kapitel auch
iiberspringen.

1.1 Mathematische Grundlagen

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Einfithrung in die in diesem Dokument verwen-
dete Mathematik, welche im Wesentlichen auf den Ausfithrungen in [DP8§] basiert. Fiir
den Leser soll dieser Abschnitt lediglich als Wiederholung oder Gedéchtnisstiitze dienen.

Definition 1.1 (Potenzmenge) Sei A eine beliebige Menge. Die Potenzmenge P(A)
ist die Menge, fiir die gilt:

(a) YBC A: B € P(A)
(b) VBEeP(A): BC A

Definition 1.2 (Eigenschaften von Relationen) Sei M eine beliebige Menge und
R C M x M eine binidre Relation in M.

(a) R heiBt refleziv, wenn (x,z) € R fir alle x € M gilt.

(b) R heift transitiv, wenn fiir alle x,y, z € M aus (z,y) € R und (y, 2) € R folgt, dass
auch (z,z) € R gilt.

(c¢) R heiBt symmetrisch, wenn fiir alle z,y € M aus (x,y) € R folgt, dass auch
(y,z) € R gilt.

(d) R heiBt antisymmetrisch, wenn fiir alle z,y € M aus (z,y) € R und (y,z) € R
folgt, dass y = x gilt.

Definition 1.3 (Ordnungsrelationen) Sei D eine beliebige Menge und = C D x D
eine bindre Relation in D.

(a) (D, ) heiBt Quasiordnung, wenn C reflexiv und transitiv ist.

(b) Eine Quasiordnung (D, C) heifit partielle Ordnung (engl.: partial order, kurz po),
wenn C zusdtzlich antisymmetrisch ist.

(c) Eine partielle Ordnung (D, C) heifit total, wenn x C y oder y C z fiir alle z,y € D
gilt.
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(d) Eine Quasiordnung (D, C) heit Aquivalenzrelation, wenn C zusitzlich symme-
trisch ist.

Wenn aus dem Kontext ersichtlich ist, auf welche Menge Bezug genommen wird, ldsst
man auch die Menge weg und schreibt nur die Relation, also C statt (D, C). Entsprechend
schreibt man auch lediglich D, wenn klar ist, wie die Menge geordnet wird.

In diesem Dokument werden wir haufiger partielle Funktionen erweitern, dazu definie-
ren wir die folgende Schreibweise:

Definition 1.4 Seien A, B Mengen, a € A, b € Bund f : A — B eine partielle
Funktion. Dann bezeichnet f[*/,] die partielle Funktion g : A — B mit den folgenden
Eigenschaften.

o dom (g) = dom (f) U {a}
e gla)=">
o Va' € dom(g): a #a = g(d) = f(d)

1.1.1 Bereichstheorie

Dieser Abschnitt bietet eine kurze Einfithrung in die wichtigsten Begriffe der Bereichs-
theorie, und stellt insbesondere den Fixpunktsatz von Kleene vor. Die folgenden Aus-
fiihrungen basieren im Wesentlichen auf dem Material der Vorlesungen ,, Theorie der
Programmierung IIT1“ [Sie07] und ,,Semantik von Programmiersprachen* [Kin05l S.85ff].

Definition 1.5 Sei (D, C) eine partielle Ordnung und S C D.
(a) d € S heifit kleinstes Element von S, wenn d C s fiir alle s € S.
(b) d € D heifit obere Schranke von S, wenn s C d fiir alle s € S.

(c) d € S heit kleinste obere Schranke oder Supremum von S, wenn d kleinstes Element
der Menge aller oberen Schranken von S ist.

Analog zur oberen Schranke definiert man den Begriff der unteren Schranke und das
Infimum als grofites Element der Menge aller unteren Schranken. Wenn D selbst ein
kleinstes Element besitzt, so bezeichnet man dieses Element mit L oder 1 p. Entspre-
chend bezeichnet man ein grofites Element mit T oder T p. Das Supremum einer Menge
S C D bezeichnet man mit | | S oder | |, S, das Infimum mit [ ]S oder [ ], S.

Definition 1.6 (Gerichtete Ordnungen) Sei (D, C) eine partielle Ordnung.

(a) Eine Menge A C D heiit gerichtet (engl.: directed), wenn A # () und zu je zwei
Elementen d;,d, € A existiert ein d € A mit d; C d und dy C d.

(b) (D, L) heifit gerichtet vollstindig (engl.: directed complete partial order, kurz depo),
wenn jede gerichtete Teilmenge von D ein Supremum besitzt.

Lemma 1.1 Sei M eine beliebige Menge. Dann gilt:
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(a) (P(M),C) ist eine dcpo mit kleinstem Element 0.

(b) (P(M),D) ist eine depo mit kleinstem Element M.

Beweis:

(a) Es ist ziemlich offensichtlich, dass () beziiglich C das kleinste Element jeder Potenz-
menge ist, ebenso wie es trivialerweise ersichtlich ist, dass jede Potenzmenge durch
C partiell geordnet wird. Damit bleibt zu zeigen, dass jede gerichtete Teilmenge
von P(M) ein Supremum besitzt.

Sei also A C P(M) gerichtet. Dann ist [JA eine obere Schranke von A, denn es
gilt § C |JA fiir alle 6 € A. Es ist ziemlich offensichtlich, dass keine kleinere obere
Schranke von A existiert, also ist ([ J A das Supremum von A.

(b) Folgt analog zur ersten Aussage des Lemmas. O

Definition 1.7 (Monotone und stetige Abbildungen) Seien (D,Cp) und (E,Cg)
dcpos.

(a) Eine (totale) Abbildung f : D — E heifit monoton, wenn fiir alle dy,dy € D gilt:
diCpdy = f(di) Eg f(d2)

(b) Eine monotone Abbildung f : D — E heifit stetig, wenn fiir jede gerichtete Teil-
menge A C D gilt:

f(l_lD A) = |_|E f(A)

Korollar 1.1 Seien D, E dcpos und sei [ : D — E eine monotone Abbildung. f ist
genau dann stetig, wenn fiir jede gerichtete Teilmenge A C D gilt:

f(l_lDA) Cp I_lEf(A)

Beweis: Trivial. O

Mit diesen Begriffen lédsst sich nun der Fixpunktsatz von Kleene formulieren und be-
weisen. Im Gegensatz zum wohlbekannten Fixpunktsatz von Knaster und Tarski, dem
sogenannten Knaster-Tarski- Theorem [Tarb5], stellt man hier eine strengere Forderung
an die Funktion, ndmlich Stetigkeit statt nur Monotonie, erhélt dafiir aber ein konstruk-
tives Verfahren zur Bildung des kleinsten Fixpunktes.

Satz 1.1 (Fixpunktsatz von Kleene) Sei D eine dcpo, die ein kleinstes Element L
besitzt, und f : D — D eine stetige Abbildung. Dann gilt:

(a) Die Menge {f"(L)|n € N} ist gerichtet.
(b) nf = {f"(L)|n € N} ist kleinster Fizpunkt von f.

Statt | |{f"(L)|n € N} verwendet man haufig die Kurzschreibweise | |, . f"(L).
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Beweis:

(a) Esgilt L C f(L), da L nach Voraussetzung kleinstes Element von D ist. Wegen der
Monotonie von f folgt daraus f(L) T f2(_L), was sich durch vollstiindige Induktion
auf f*(L) C (L) fiir alle n € N erweitern lisst. Wegen der Transitivitidt von
C folgt damit, dass {f"(L)|n € N} gerichtet ist.

(b) Wir zeigen zunéchst, dass pf ein Fixpunkt von f ist, also:

fnf) = fwen /(L))
= Len /(L)
- I_lnean(J—)
= uf

Es bleibt noch zu zeigen, dass puf der kleinste Fixpunkt ist. Sei dazu d € D ein
beliebiger Fixpunkt von f, also f(d) = d. Da uf = [ |, .y f"(L) die kleinste obere
Schranke aller f"(L) ist, geniigt es zu zeigen, dass d eine obere Schranke von
{f"(L)|n € N} ist. Dazu zeigen wir durch vollstdndige Induktion tiber n, dass
f™(L) C d fir alle n € N:

en=0>0
ff(L)=1CEd
en~n+1
Nach Induktionsvoraussetzung gilt (L) C d. Daraus folgt
L) = fA) £ fd = d,

da f monoton ist und d nach Annahme ein Fixpunkt von f ist. O

1.2 Die funktionale Programmiersprache L;

Einfithrend soll kurz die einfache funktionale Programmiersprache £ vorgestellt wer-
den. Hierbei handelt es sich um einen ungetypten A-Kalkiil mit Konstanten, der im We-
sentlichen mit dem in der Vorlesung , Theorie der Programmierung I* ([Sie04], [Sie06])
dargestellten iibereinstimmt.

Dieser Abschnitt fiihrt nur oberflachlich die Syntax und Semantik der Programmier-
sprache Ly ein, welche als Grundlage fiir die weiteren in dieser Arbeit behandelten Pro-
grammiersprachen dient. Es wird vorausgesetzt, dass der Leser iiber rudimentére Kennt-
nisse der ML-Sprachfamilie verfiigt. Gute Einfiihrungen in (Standard) ML finden sich
unter anderem in [Pau96|, [Sta92] und [UII98].

1.2.1 Syntax der Sprache L/

Die Programmiersprache L; orientiert sich, wie auch alle weiteren in diesem Doku-
ment betrachteten Sprachen, syntaktisch stark an der Programmiersprache O’Caml],

http://caml.inria.fr/ocaml/ (Stand: 19.09.2007)
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da O’Caml als Grundlage fiir den Inhalt der Vorlesung , Theorie der Programmierung*
dient. Bis auf kleinere syntaktische Unterschiede handelt es sich bei £; um die funk-
tionale Sprache Caml Light?] den Vorgiinger von O’Caml, allerdings verzichten wir auf
einige Konzepte wie Pattern Matching und Exceptions, da diese fiir die Betrachtungen
in diesem Dokument nicht relevant sind.

Definition 1.8 Vorgegeben sei
(a) eine unendliche Menge Var von Variablen x,
(b) eine Menge Int (von Darstellungen) ganzer Zahlen n

(c¢) und die Menge Bool = {false, true} der boolschen Werte b.

Wiéhrend reale Programmiersprachen die Menge Var bestimmten Beschrénkungen un-
terwerfen, die zumeist auf Einschrinkungen der konkreten Syntax zuriickzufiithren sind,
wie zum Beispiel, dass Var keine Schliisselworter der Sprache enthalten darf, fordern wir
lediglich, dass Var mindestens abzédhlbar unendlich ist.

Auch miisste in einer realen Programmiersprache spezifiziert werden, was genau unter
der Darstellung einer ganzen Zahl n € Int verstanden werden soll. Fiir die Betrachtungen
in diesem Dokument sind diese Aspekte allerdings irrelevant, und wir nehmen deshalb
an, dass die beiden Mengen Int und Z isomorph sind und unterscheiden nicht weiter
zwischen einer ganzen Zahl und ihrer Darstellung.

Definition 1.9 (Abstrakte Syntax von L£¢) Die Menge Op aller Operatoren op ist
definiert durch die kontextfreie Grammatik

* arithmetische Operatoren
| < | > | <] > | = Vergleichsoperatoren,

die Menge Const aller Konstanten ¢ durch

c == () unit-Element
| b boolscher Wert
| n Ganzzahl
|

op Operator

und die Menge Exp aller Ausdriicke e von Ly durch

e = ¢ Konstante
| = Variable
| ejeq Applikation
| Az.eq A-Abstraktion
| reczx.e; rekursiver Ausdruck
| letx =ejiney let-Ausdruck
|

ifegthene; else e, bedingter Ausdruck.

Zhttp://caml.inria.fr/caml-1light/| (Stand: 19.09.2007)
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Dem aufmerksamen Leser wird sicherlich nicht entgangen sein, dass keine Operatoren
fiir Ganzzahldivision und Divisionsrest existieren. Diese wurden bewusst weggelassen,
da eine Hinzunahme dieser Operatoren zur Kernsprache eine Laufzeitfehlerbehandlung
notwendig macht, welche unsere Betrachtungen der Sprache unnétig kompliziert machen
wiirden.

Trotz dieser Vereinfachung ist die Programmiersprache £; hinreichend méchtig. Wir
werden im weiteren Verlauf dieses Abschnitts sehen, dass man die Funktionen div und
mod in der Sprache L formulieren kann. Darauf aufbauend kénnte man dann Operatoren
fiir die Ganzzahldivision und die Divisionsrestbildung als syntaktischen Zucker in die
Programmiersprache aufnehmen.

An dieser Stelle soll kurz der Unterschied zwischen konkreter und abstrakter Syn-
tax verdeutlich werden: Die konkrete Syntax beschreibt Zeichenketten, die durch den
Programmierer erstellt werden, wobei eine derartige Zeichenkette haufig als Quelltext
(engl.: source code) bezeichnet wird. Die abstrakte Syntax hingegen beschreibt die in-
terne Représentation eines Programmes in einer Maschine, basierend auf derer dann
die Interpretation des Programms erfolgt. Die Ubersetzung von konkreter Syntax in ab-
strakte Syntax geschieht gemafl [ASU99, S.6f] in zwei Phasen: Der lexikalischen Analyse,
wahrend der die Zeichenfolge in Symbole zerlegt wird, gefolgt von der syntaktischen Ana-
lyse, wihrend der die Symbole zu grammatikalischen Sétzen (in der abstrakten Syntax)
zugesammengefasst werden.

Die Betrachtungen in diesem Dokument beschrinken sich ausschliellich auf die jewei-
lige abstrakte Syntax, also die interne Représentation von Programmen der jeweiligen
Sprache. Stellenweise werden wir jedoch ergdnzende Syntax einfiithren, die die Kodierung
von Programmen in der abstrakten Syntax erleichtert.

Frei vorkommende Variablen und Substitution

Ein wesentlicher Aspekt der Syntax von Programmiersprachen ist der Giiltigkeitsbereich
von Variablen. Ein Vorkommen einer Variable z heifit gebunden, wenn es im Bereich
eines Bindungsmechanismus fiir « vorkommt. In der einfachen Programmiersprache £
existieren drei Arten von Bindungsmechanismen:

e \-Abstraktionen der Form Az.e mit e als Giiltigkeitsbereich von z,
e rckursive Ausdriicke der Form rec x.e wiederum mit e als Giiltigkeitsbereich, und

e let-Ausdriicke der Form let x = e; in e, mit ey als Giiltigkeitsbereich von .

Ein ungebundenes Vorkommen einer Variablen z wird als fre: bezeichnet. Die nachfol-
gende Definition formalisiert diese intuitive Festlegung:

Definition 1.10 (Frei vorkommende Variablen) Die Menge free (e) aller im Aus-
druck e € Exp frei vorkommenden Variablen ist wie folgt induktiv iiber die Struktur von
e definiert:

free (c) = 0
free (z) = {r}
free (e1e2) = free(e1) U free(ez)
free (A\x.e) = free(e)\ {z}
free (recx.e) = free(e)\ {x}
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free (letz = ejiney) = free (er) U (free (e2) \ {z})
free (ifeg thene; elseey) = free (eg) U free (e1) U free (es)

Ein Ausdruck e € Ezp heifit abgeschlossen, wenn free (e) = ().

Anhand dieser Definition sind Bindungsmechanismen immer dadurch auszumachen,
dass jeweils aus der Menge der im Giiltigkeitsbereich frei vorkommenden Variablen die
durch die Bindung spezifizierten Variablen entfernt werden.

Definition 1.11 (Substitution) Fiir e,¢’ € Exp und x € Var ist der Ausdruck €'[°/,],
der aus €’ durch Substitution von e fiir x entsteht, wie folgt induktiv {iber die Struktur
von e definiert:

/el = ¢
i - [ e
(ere2)[*/a] = el"/a] eal/al
(A'.e)[f/.] = X' e[?/.]
falls ' & {x} U free (e)
(reca’.€')[¢/.] = reca'.€[/,]
falls 2’ & {x} U free (e)
(letz' =ejiney)?/,] = leta’ =e1[¢/,]ines[®/,]
falls o' & {x} U free (e)
(ifegthene; elseey)[?/,] = ifegl®/.]thene[?/,]|elsees[/,]

Geméf obiger Definition ist allerdings die Substitution in dieser Form eine partielle
Funktion. Zum Beispiel ist

Azzy)[*/,]

nicht definiert, denn es gilt 2 € free (+x 1). Wir treffen deshalb in Ubereinstimmung mit
[Pie02, S. 71] die folgende Vereinbarung:

Konvention 1.1 Ausdriicke, die sich lediglich in den Namen von gebundenen Variablen
unterscheiden, sind in jeder Beziehung austauschbar.

Wenn wir nun im Beispiel die gebundene Variable x umbenennen, zum Beispiel in 2/,
so erhalten wir

(A" y)[771/,)

und die Substitution ist definiert, da =’ ¢ {y} U free (+ 2 1). Dieses Austauschen von
Namen gebundener Variablen in Ausdriicken oder Formeln wird allgemein als gebundene
Umbenennung bezeichnet. Im Bereich der formalen Semantik verwendet man fiir diese
Umformungsregel den Begriff a-Konversion (vgl. [Pau95l, S.7]).

Vermoge dieser Konvention ist die Substitution nun eine totale Funktion. Denn falls
eine Bedingung fiir die Substitution nicht erfiillt ist, konnen im Ausdruck gebundene
Variablen entsprechend umbenannt werden, so dass die Bedingung erfiillt wird. Insbe-
sondere sei daran erinnert, dass Var mindestens abzéhlbar unendlich ist, und somit stets
»ein neuer Name® gefunden werden kann.
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Basierend auf diesen Betrachtungen kénnten wir die Anwendung der Substitution auf
A-Ausdriicke auch wie folgt definieren.

(A" fa] = N[ [w][*/a]

mit &’ & {z} U free (e) U free (A\z’.€)

Und entsprechend kénnten auch die Fille fiir rec- und let-Ausdriicke angepasst werden.
Weiter konnen wir zeigen, dass wir fiir jeden solchen Ausdruck in effektiver Weise ein z”
angeben konnen, welches die Bedingung erfiillt. Zum Beispiel verwendet das an der Uni-
versitit Siegen entwickelte Lernwerkzeug TPMIJ] den folgenden einfachen Algorithmus.

public String generateVar (String var, Set forbidden) {
while (forbidden.contains (var))
var = var + 777

return var;

}

Im Falle der A\-Abstraktion wird generateVar dann mit 2’ und {z}Ufree (e)U free (Az’.¢’)
aufgerufen und liefert einen ,neuen“ Namen. Dazu werden lediglich solange Hochstriche
an den Namen angehéngt, bis ein Name gefunden wird, der nicht in der Menge der
verbotenen Namen auftaucht. Da die Menge der verbotenen Namen offensichtlich endlich
ist, findet der Algorithmus stets nach endlich vielen Schritten einen Namen, der nicht in
dieser Liste auftaucht.

Damit kann fiir die Substitution ein Algorithmus formuliert werden, der die notwen-
digen gebundenen Umbenennungen bei Bedarf durchfiihrt. Es bleibt also festzuhalten,
dass die Substitution eine totale, berechenbare Funktion ist.

Der Aspekt der Berechenbarkeit der Substitution spielt allerdings fiir die theoreti-
schen Betrachtungen eine untergeordnete Rolle. Entscheidend ist, dass wir, geméfl der
getroffenen Vereinbarung, die Substitution als eine totale Funktion betrachten kénnen.

Syntaktischer Zucker

Zur einfacheren Notation von Programmen definieren wir, wie bereits angedeutet, noch
zusitzliche Hilfssyntax, die vor jeglicher Bearbeitung zunéchst in die zuvor definierte
Kernsyntax iibersetzt wird:

€1 0p e fiir ope;eq Infixnotation
—e fir 0 — e unéres Minus
letxz;...x, = erine,y fir letx = A\xy....  \z,.e1iney Funktionsdef.

letrecrx;...z, =e;iney fiir letz =recx. Axy....\x,.e;iney rek. Funktionsdef.

Weiterhin geben wir, wie bereits angedeutet, Implementationen der Funktionen div
und mod, die als Basis fiir die Einfiihrung der fehlenden Divisionsoperatoren als syntak-
tischer Zucker dienen konnten.

div = recdiv.\x.\y.
ifr < ythen0
else (div (x —y) y) + 1

mod = Ar.\y.x —yx* (divey)

3http://www.informatik.uni-siegen.de/theo/tpml/ (Stand: 19.09.2007)
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Der Leser mag sich selbst davon iiberzeugen, dass diese Implementationen geméfl der
im néchsten Abschnitt vorgestellten Semantik korrekt sind.

1.2.2 Operationelle Semantik der Sprache £;

In der operationellen Semantik einer Programmiersprache beschreibt man die Auswer-
tung von Ausdriicken als ein Verfahren zur Umformung oder Vereinfachung der Aus-
driicke. Im Gegensatz dazu versucht man in der denotationellen Semantik die Konstrukte
der Programmiersprache direkt durch mathematische Funktionen zu beschreiben. Deno-
tationelle Semantiken bieten einige Vorteile gegeniiber der Beschreibung durch opera-
tionelle Semantik, sie sind dafiir allerdings schwer oder gar nicht erweiterbar, so dass
fiir alle in diesem Dokument beschriebenen Sprachen jeweils neue Semantiken angegeben
werden miissten. Aus diesem Grund verwenden wir ausschliellich operationelle Semantik
zur Beschreibung der Programmiersprachenﬂ

Fiir die Beschreibung der Umformung von Ausdriicken in préziser mathematischer
Form bieten sich zwei Moglichkeiten an (vgl. [Sie06]), ndmlich

(a) eine iterative Definition, bei der man explizit die einzelnen Umformungsschritte
angibt, die aneinandergereiht werden diirfen,

(b) oder eine rekursive Definition, bei der man das Ergebnis einer Umformung auf die
Ergebnisse von Teilumformungen zuriickfiihrt.

Den iterativen Ansatz bezeichnet man als small step Semantik, den rekursiven Ansatz
als big step Semantik. Die small step Semantik eignet sich besonders gut fiir theoretische
Betrachtungen, wahrend die big step Semantik besser geeignet ist als Grundlage fiir die
Implementation eines Interpreters. Wir werden uns deshalb zunéchst ausschliefllich mit
der small step Semantik fiir die Programmiersprachen £; und £, beschéftigen und spéter
eine dquivalente big step Semantik fiir die Programmiersprache £, entwickeln.

Bevor wir uns nun der Definition der small step Semantik zuwenden, benotigen wir
noch einige allgemeine Definitionen. Hierzu muss zunéchst festlegt werden, wie die Ope-
ratoren der Sprache zu interpretieren sind.

Definition 1.12 Fiir jeden Operator op € Op sei eine Funktion op! vorgegeben mit

op! i Int x Int — Int  falls op € {+, —, *}
op’ : Int x Int — Bool sonst.

Die Funktion op! heifit Interpretation des Operators op.

Auf eine exakte Definition der Interpretationen der verschiedenen Operatoren wird
hier verzichtet. Stattdessen nehmen wir an, dass diese Funktionen entsprechend ihrer
intuitiven Bedeutung definiert sind. Zum Beispiel entspricht also die Interpretation des
Stern-Operators der Multiplikation auf den ganzen Zahlen

w1 Int x Int — Int, (z,y) —x-y

4Neben operationeller und denotationeller Semantik existiert mit der aziomatischen Semantik noch
ein dritter Ansatz (vgl. [Pie02, S.33]), der jedoch heutzutage nahezu bedeutungslos und fiir unsere
Betrachtungen ebenfalls ungeeignet ist.
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und die Interpretation des <-Operators entspricht der charakteristischen Funktion der
<-Relation auf den ganzen Zahlen

true falls x <y

I.

<': Int x Int — Bool, (z,y) — {false sonst,

wobei wir nach Vereinbarung zwischen Z und Int nicht unterscheiden.

Definition 1.13 Die Menge Val C Ezp aller Werte v ist durch die kontextfreie Gram-
matik

v ou= ¢ Konstante
| = Variable
| opuy partielle Applikation
| Az.e;  A-Abstraktion
definiert.

In der Terminologie funktionaler Programmiersprachen ist ein Wert ein vollstdndig
ausgewerteter Ausdruck, der nicht weiter vereinfacht werden kann. Man beachte, dass
insbesondere A\-Abstraktionen, also Funktionen, bereits Werte sind. Dies lésst sich intui-
tiv einfach dadurch erkldren, dass eine Funktion erst nach Anwendung auf ein Argument
weiter ausgewertet werden kann. Entsprechendes gilt fiir Operatoren mit einem Ope-
randen, da hier die Auswertung erst erfolgen kann, wenn beide Operanden vorhanden
sind.

In diesem Kontext ist es auch iiblich, partielle Applikationen als Funktionen zu le-
sen. Beispielsweise entspricht der Ausdruck + 1 der Nachfolgerfunktion auf den ganzen
Zahlen, also der Funktion, die 1 auf ihr Argument addiert.

Small step Semantik

Nach diesen Vorbereitungen konnen wir nun die small step Regeln fiir die Programmier-
sprache L; formulieren. Zunéchst definieren wir dazu, was wir unter einem small step
verstehen.

Definition 1.14 Ein small step ist eine Formel der Gestalt e —, ¢ mit e, e’ € Exp.

Genau genommen handelt es sich bei —, um eine (Auswertungs-)Relation auf Fzp,
diese Sichtweise ist jedoch uniiblich. Stattdessen spricht man hier von small steps als
Reduktionen, und betrachtet e —, €’ tatséchlich eher als Formel im hoheren Sinn, denn
als Relation.

Um giiltige small steps herleiten zu konnen, benétigen wir noch einen Satz von Regeln,
der durch die nachfolgende Definition bestimmt wird.

Definition 1.15 (Giiltige small steps fiir L) Ein small step e —. € mite, e’ € Ezp
heifit giiltig fiir £, wenn er sich mit den folgenden Regeln herleiten lasst:
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(Op) 0pnyng —e opl(ny,ny)
(BETA-V) (Az.e)v = e["/.]
(APP-LEFT) ©L e G

€163 —r €] €2
ey — €
V1 €9 —>e Vg €

(APP-RIGHT)

(UNFOLD) recz.e —, e[/ ]
€1 —¢ 6/1
(LeT-EVAL) letz =ejine; —. letz = €| ine,y
(LET-EXEC)  leta = v;ines —, ea['/,]
ey —e €

(ConD-EvAL) ifeg thene; else ey —, ifej then e else ey

(COND-TRUE) iftrue thene; elseey —. €;

(CoND-FALSE) if false then e; elsees —. e

Das Regelwerk entspricht den small step Regeln der Programmiersprache £, aus der
Vorlesung ,, Theorie der Programmierung® ([Sie06]). Nachfolgend sollen die einzelnen Re-
geln kurz erlautert werden:

e (OP) besagt, dass die Anwendung eines Operators auf zwei ganze Zahlen das in-
tuitive Ergebnis liefert, zum Beispiel * 212 — 42.

e Die Regel (BETA-V), die als S-value-Regel bezeichnet wird, beschreibt die Parame-
teriitbergabe: Die Anwendung einer Funktion Az.e auf einen Wert v bewirkt, dass
jedes Vorkommen des formalen Parameters x im Rumpf e durch den aktuellen Pa-
rameter v ersetzt wird. Zu beachten ist, dass (BETA-V) nur anwendbar ist, wenn
der aktuelle Parameter ein Wert, also schon vollstindig ausgewertet istP}

e Die Regel (APP-LEFT) erlaubt es, den linken Teil einer Applikation weiter auszu-
werten, zum Beispiel solange, bis eine A\-Abstraktion erreicht ist.

e Die Regel (APP-RIGHT) erlaubt es, das Argument einer Applikation auszuwertenﬂ.

e (UNFOLD) faltet einen rekursiven Ausdruck auf, indem der vollstéindige Ausdruck
fiir jedes Vorkommen des formalen Parameters x im Rumpf e eingesetzt wird.

e (LET-EvAL) wertet den ersten Teilausdruck eines let-Ausdrucks aus.

e Die Regel (LET-EXEC) greift, sobald der erste Teilausdruck ausgewertet ist, und
setzt dessen Wert v; fiir den formalen Parameter x in e, ein.

SMan bezeichnet diese Art der Parameteriibergabe als call-by-value. Die unausgewertete Parame-
teriibergabe wird als call-by-name bezeichnet.

SDiese Regel wird unter anderem bendtigt, um im Zusammenspiel mit (BETA-V) das call-by-value-
Prinzip zu realisieren.
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e (CoND-EvAL) erlaubt es, die Bedingung ej eines bedingten Ausdrucks auszuwer-
ten.

e Die Regeln (CoND-TRUE) und (COND-FALSE) greifen, sobald die Bedingung eines
bedingten Ausdrucks zu einer boolschen Konstanten ausgewertet ist.

Bevor wir nun, basierend auf der in diesem Abschnitt vorgestellten Programmierspra-
che Ly, im anschliefenden Kapitel eine objekt-orientierte Erweiterung vorstellen, wollen
wir noch kurz anhand eines einfachen Beispiels demonstrieren, wie small steps mit dem
Regelwerk aus Definition hergeleitet werden kénnen.

Beispiel 1.1 Betrachten wir beispielhaft eine Auswertung des Ausdrucks
(Az.x+1)(6%7)

mit den soeben definierten small step Regeln. Intuitiv ist klar, dass das Ergebnis der
Auswertung 43 ist. Bevor wir allerdings das intuitive Ergebnis mit Hilfe der small step
Semantik verifizieren konnen, miissen wir zundchst den Ausdruck in Kernsyntax iiber-
setzen.

(Ar.4+21)(x67)
— (A\z.+21)42 mit (ApP-RIGHT) und (OP)
— 4421 mit (BETA-V)
— 43 mit (OPp)



2 Funktionale Objekte

Basierend auf der einfachen funktionalen Programmiersprache L, die im vorangegan-
genen Kapitel vorgestellt wurde, soll nun die objektorientierte Programmiersprache £,
entwickelt werden, indem £y durch objektorientierte Konzepte erweitert wird. In diesem
Kapitel werden dazu zunéchst einfache, funktionale Objekte in die Sprache eingefiihrt.
Da sich die Vorlesung ,, Theorie der Programmierung“ so weit wie moglich an der Pro-
grammiersprache O’Caml] orientiert, orientieren sich auch die in diesem Kapitel entwi-
ckelten Erweiterungen syntaktisch und semantisch an O’Caml (vgl. [RV97], [RV9E] und
[Rém02]).

2.1 Syntax der Sprache L,

Um nun die Syntax der Programmiersprache £; um Objekte erweitern zu kénnen, muss
zunachst geklart werden, was iiberhaupt unter einem Objekt zu verstehen ist. Wegner
gibt dazu in [Weg90| die folgende Definition:

,Objekte sind Mengen von Operationen, die einen Zustand teilen.

Mit anderen Worten besteht ein Objekt also aus beliebig vielen Operationen und einem
eigenen Zustand. Im Kontext von objekt-orientierten Programmiersprachen bezeichnet
man diese Operationen iiblicherweise als Methoden und den Zustand als Attribute.

Entsprechend muss die Syntax vorsehen, dass Objekte sowohl Methoden als auch At-
tribute enthalten kénnen. Da ein Objekt mehrere Methoden und mehrere Attribute ent-
halten kann, miissen diese entsprechend identifizierbar sein. Dazu definieren wir zunéchst
neue Namen:

Definition 2.1

(a) Vorgegeben seien
e cine Menge Method von Methodennamen m,
e cine Menge Attribute von Attributnamen a, und
e die einelementige Menge Self von Objektnamen self.

Die Mengen Var, Attribute und Self werden als disjunkt angenommen.

(b) Die Menge Id aller Namen id ist wie folgt definiert:

Id = Var U Attribute U Self

"http://caml.inria.fr/ocaml/ (Stand: 19.09.2007)
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Fiir die Menge Method gelten dhnlich wie fiir die Menge Var keinerlei Einschrinkun-
gen. Eine Implementierung wird iiblicherweise Method = Var wéhlen. Die Menge der
Attributnamen Attribute hingegen muss disjunkt zur Menge der Variablen Var sein, da
es sich bei Attributen nicht um ,,gewohnliche Variablen* handelt, sondern mit ihnen der
Zustand eines Objekts beschrieben werden soll]

Zusétzlich zu den Attribut- und Methodennamen benétigen wir noch einen speziellen
Bezeichner self, der das umgebende Objekt identifiziert. Dieser entspricht dem speziellen
Bezeichner this in Java oder C+4. Wihrend es in O’Caml moglich ist, den Bezeichner
fiir ein Objekt frei zu wéhlen, beschrédnken wir uns in der abstrakten Syntax hier auf
einen Bezeichner, um die Definition der Semantik und des Typsystems zu erleichtern}]

Damit kénnen wir nun die kontextfreie Grammatik der Programmiersprache £; durch
objekt-orientierte Konzepte erweitern. Objekte sollen — wie bereits erwahnt — aus At-
tributen und Methoden bestehen. Hierzu fithren wir zusétzlich zu den Ausdriicken die
syntaktische Form der Reihe ein. Jedes Objekt besteht aus einer Reihe. Dabei enthélt
eine Reihe beliebig viele Attribut- und Methodendeklarationen in beliebiger Reihenfolge.

Definition 2.2 (Abstrakte Syntax von L£,) Die Menge Row aller Reihen r von L,
ist definiert durch die kontextfreie Grammatik

val a = e; 1y Attribut

r o= € leere Reihe
|
| method m =e; 7, Methode

und die Menge Ezp aller Ausdriicke e von L, erhélt man, indem man die kontextfreie
Grammatik fiir Ausdriicke von £; wie folgt erweitert:

e = 1id Variable, Attribut- oder Objektname
| e #m Methodenaufruf
| object (self) r end Objekt
|

{{a; =ey;...5a, =€)} Duplikation

Dabei legen wir fest, dass die Namen aller in einer Reihe deklarierten Attribute paarweise
verschieden sein miissen.

Methodenaufrufe e;#m verhalten sich hierbei analog zu Java oder C++: Zunéchst
wird der Ausdruck e ausgewertet, und sollte sich dann ein Objekt ergeben, so wird
diesem die Nachricht m gesendet (also die Methode mit Namen m ausgefiihrt).

Objekte object (self) r end bestehen wie bereits erlautert aus einer Liste von Attri-
buten und Methoden, der Reihe r. Innerhalb der Methoden in r wird dann iiber den
Namen self das Objekt selbst referenziert. Man kann also dem Objekt iiber self andere
Nachrichten schicken, d.h. Objekte sind implizit rekursive Datenstrukturen.

Fiir Duplikationen gibt es kein dquivalentes Konzept in Java oder C++. Eine Dupli-
kation {{(a; = e1;...;a, = €,)} kann nur innerhalb von Methoden verwendet werden.
Damit wird eine Kopie des zugehorigen Objekts erstellt, wobei die Attribute aq,...,a,

2Das allein ist noch kein Grund, die Mengen disjunkt zu wihlen, wir werden aber spiter sehen, dass
dieser technische Trick die Beschreibung der Semantik und des Typsystems erheblich vereinfacht.

3In der konkreten Syntax kénnten natiirlich analog zu O’Caml unterschiedliche self-Bezeichner zuge-
lassen werden, die dann entsprechend voriibersetzt werden.
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des kopierten Objekts mit den neuen Werten ey, ..., e, belegt werden. Betrachten wir
dazu das Beispiel eines Punktobjekts:

object (self)
val x = 1;
val y = 5;
method move = Mz \dy {{x =z + dz;y =y + dy) };
€
end

Dieses Objekt besitzt genau zwei Attribute x und y, die die Koordinaten des Punkts
darstellen. Die Methode move liefert ein neues Punktobjekt, welches basierend auf den
Koordinaten des Punktes um dz und dy verschoben ist. In Java oder C4++ wiirde eine
derartige Funktionalitéit iiber einen speziellen Konstruktor realisiert. Da £, jedoch rein
auf Objekten, ohne Klassen, arbeitet, wird hier das aus O’Caml bekannte Konzept der
Duplikationen verwendet.

Die Festlegung, dass die Namen aller Attribute in einer Reihe verschieden sein miissen,
stellt keine wirkliche Einschrinkung der Sprache dar. In der konkreten Syntax kénnen
mehrere Attributdeklarationen mit dem gleichen Namen in derselben Reihe durchaus
zugelassen werden. Bei der syntaktischen Analyse werden dann durch geeignete Umbe-
nennungen die Namen der Attributdeklarationen in einer Reihe disjunkt gemacht.

Fiir Methoden ist explizit zugelassen, dass mehrere Methodendeklarationen mit glei-
chem Methodennamen in einer Reihe vorkommen diirfen. Die zugrunde liegende Idee ist,
dass es bei der in Kapitel [5| vorgestellten Vererbung mdoglich sein soll, geerbte, also zuvor
deklarierte Methoden, zu iiberschreiben.

Zum Umgang mit Reihen bendtigen wir einige einfache Funktionen, die beispielsweise
die Namen aller in einer Reihe enthaltenen Attribute oder Methoden auflisten. Diese
Funktionen sind nachfolgend induktiv {iber die Struktur von Reihen definiert.

Definition 2.3 Sei r € Row eine Reihe.

(a) Die Menge der Attributnamen dom, (r) in der Reihe r ist wie folgt induktiv defi-

niert:
domg (e) = 0
dom, (val a = e; r) = {a} U dom, (1)
dom, (method m =e;r) = dom, (r)

(b) Die Menge der Methodennamen dom,, (r) in der Reihe r ist wie folgt induktiv

definiert:
dom, () = 0
dom,, (val a =e;r) = dom,, (1)
dom,, (method m =e;r) = {m}Udom,, (r)

(c) Fiir a € dom, (r) ist der Ausdruck r(a) wie folgt induktiv definiert:

e falls a’ = a
r(a) sonst

(vald' = ¢; r)(a) = {

(method m =e¢; r)(a) = r(a)
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(d) Seien 1,79 € Row mit dom, (r1) N dom, (r2) = 0. Die Reihe r1 @ 7y, die durch
Konkatenation der Reihen r; und r5 ensteht, ist wie folgt induktiv iiber die Struktur
von 7y definiert:

EDry = 1
(vala=e; 7)) ®ry = vala=e; (ri ®ry)
(method m =e; r}) @7y, = method m =¢; (1] ® )

Fiir Reihen treffen wir analog zu Ausdriicken die folgende Vereinbarung (vgl. Konven-
tion [1.1).
Konvention 2.1 Reihen, die sich lediglich in den Namen von gebundenen Variablen

unterscheiden, sind in jeder Beziehung austauschbar.

Diese Konvention bezieht sich ausschlieSlich auf Variablen und gilt nicht fiir Attribut-
namen oder Objektnamen.

Syntaktischer Zucker

Fiir die Programmiersprache L, fithren wir ebenfalls syntaktischen Zucker ein, der eine
einfachere Notation von Sprachkonzepten ermdoglicht. Dazu fithren wir zunéchst, wie zu-
vor fiir let-Ausdriicke in Ly, eine vereinfachte Schreibweise fiir Methoden mit Paramtern
ein (basierend auf der in [Rém02] beschriebenen Syntax von O’Caml):

method m z,...z, =e; r fiir method m = \z;.... \z,.e;r

Dariiber hinaus vereinbaren wir, dass das abschliefende e in einer Reihe weggelassen
werden kann.

2.2 Operationelle Semantik der Sprache £,

Wir wollen die operationelle Semantik der Programmiersprache L, basierend auf der
operationellen Semantik der Programmiersprache £; (vgl. Abschnitt definieren.
Dazu miissen wir zunichst die Menge der Werte Val erweitern. Dazu benodtigen wir
neben Val noch eine Menge RVal C Row mit sogenannten Reithenwerten.

Definition 2.4 (Werte und Reihenwerte)

(a) Die Menge RVal C Row aller Reihenwerte w von L, ist durch die folgende kontext-
freie Grammatik definiert:

val a = v; w

w o= €
|
| method m =e; w

(b) Die Menge Val C FEzp aller Werte v von L, erhélt man, indem man die Produk-
tionen

v ou= id Name
| object (self) w end  Objektwert

zur kontextfreien Grammatik von Ly (vgl. Definition |1.13) hinzunimmt.
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Intuitiv ist ein Objekt genau dann ein Wert, wenn alle enthaltenen Attributausdriicke
bereits Werte sind, d.h. hinter jedem Attribut des Objekts ein Wert steht. Dies ent-
spricht der Semantik von Objekten in Java, wobei in Java Objekte immer nur als Wert
auftreten konnen, d.h. die Auswertung von Attributdeklarationen erfolgt bereits vor der
Instantiierung der zugehorigen Klasse (vgl. Kapitel .

Zur Definition der operationellen Semantik der Sprache £, benotigen wir noch den
Hilfsausdruck

e = wHFEmM

in der abstrakten Syntax, der als Zwischenschritt der Berechnung auftritt, dem Program-
mierer in der konkreten Syntax aber nicht zur Verfiigung steht.

2.2.1 Frei vorkommende Namen und Substitution

Da mit £, neue syntaktische Konstrukte, und insbesondere neue Bindungsmechanismen,
eingefithrt worden sind, miissen wir entsprechend definieren, was wir im Kontext der
Programmiersprache £, unter freien Vorkommen von Namen verstehen wollen. Wichtig
ist hierbei zu beachten, dass in £, neben den Variablen noch weitere Arten von Namen
existieren. Entsprechend verallgemeinern wir das Prinzip der frei vorkommenden Namen
auf Bezeichner id € Id.

Definition 2.5 (Frei vorkommende Namen)

(a) Die Menge free (e) aller im Ausdruck e € Ezp frei vorkommenden Namen erhélt
man durch folgende Verallgemeinerung von Definition [T1.10}

free (id) = {id}
free (e##m) = free(e)
free (w#m) = free (w)
free (object (self) r end) = free (r)\ {self }
free ({(a; = e;7)}) = {self} UUL, (free (e5) U {ai})

(b) Die Menge free (r) aller in der Reihe r € Row frei vorkommenden Namen wird wie
folgt induktiv definiert:

free (e) = 0
free(val a =e; 1) = free(e) U (free(r)\ {a})
free (method m =e¢; 1) = free(e) U free(r)

Es mag zunéchst fehlerhaft erscheinen, dass Methodennamen in der obigen Definition
nicht beriicksichtigt worden sind. Der Grund hierfiir ist jedoch, dass durch Giiltigkeits-
bereiche immer statische Bindungen ausgedriickt werden, also Bindungen, die bereits vor
der Ausfiihrung des Programms feststehen.

Fiir das Versenden von Nachrichten an Objekte, d.h. das Aufrufen von Methoden,
wird jedoch eine dynamische Bindung benutzt, der sogenannte dynamic dispatch. Das
bedeutet, es wird erst zur Laufzeit bestimmt, welche Methode in welchem Objekt durch
das Versenden einer Nachricht ausgefiihrt werden soll. Entsprechend kann diese Bindung
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nicht durch eine auf rein syntaktischen Informationen basierende Definition ausgedriickt
werden.

Dariiber hinaus ist zu beachten, dass self frei in Duplikationen vorkommt, obwohl
self syntaktisch nicht représentiert ist. Hierbei handelt es sich um einen technischen
Trick, welcher zum Beweis der Typsicherheit von £, in Abschnitt benotigt wird.
Die Intuition hierbei ist, dass Duplikationen innerhalb abgeschlossener Ausdriicke stets
im Giiltigkeitsbereich von Objekten stehen miissen, denn self kann nur durch Objekte
gebunden werden.

Man hétte an dieser Stelle auch statt der aus O’Caml bekannten Notation eine andere
syntaktische Représentation fiir Duplikationen wéhlen kénnen, nédmlich

self {{a1 = eq;...; a, = ep)},
durch die diese Bindung explizit ausgedriickt wird.

Definition 2.6 Die Menge Fzp* C Exp aller Ausdriicke, die keine freien Vorkommen
von Attribut- und Objektnamen enthalten, ist wie folgt definiert:

Exp* = {e € FExp | free (e) C Var}

Nur Ausdriicke aus dieser Menge Fzp* konnen substituiert werden, denn nur fiir sol-
che Ausdriicke kann die im Folgenden definierte Substitution zu einer totalen Funktion
erweitert werden. Fiir Attribut- und Objektnamen gilt die a-Konversion nicht, also kann
bei der Substitution eines Ausdrucks mit freien Attribut- oder Objektnamen, im Falle
eines Konflikts, dieser nicht durch gebundene Umbenennung korrigiert werden. Der Be-
griff Konflikt bezeichnet in diesem Zusammenhang das Entstehen einer neuen Bindung
fiir einen Bezeichner.

Die Tatsache, dass a-Konversion ausschliellich auf Variablen gilt, mag im ersten Mo-
ment wie eine unnétige Einschrankung erscheinen. Tatséchlich wire es méglich, die Pro-
grammiersprache £, entsprechend abzuéndern, dass a-Konversion auch auf Attributna-
men gilt, allerdings wére es dann nicht mehr moéglich basierend auf dieser Programmier-
sprache in Kapitel [5| Vererbung einzufiihren.

Betrachtet man andere objekt-orientierte Programmiersprachen mit Vererbung, wie
zum Beispiel Java oder O’Caml, so stellt man fest, dass auch dort die a-Konversion
niemals fiir Attribute gilt. Sei beispielsweise eine Java-Klasse A wie folgt definiert[’}

public class A {
protected int a = 1;
public int getA() { return a; }

}

Fiir sich allein genommen gilt fiir diese Klasse die a-Konversion auch auf Attributen, d.h.
das Attribut a konnte in einen beliebigen Name umbenannt werden. Allerdings sind als
protected markierte Attribute nicht nur innerhalb von Klassen sichtbar, sondern auch
in erbenden Klassen. Sei beispielsweise B die wie folgt definierte Klasse:

4Wie wir in Kapitel |5 sehen werden, entsprechen die Attribute in unserer Programmiersprache den
Attributen mit Sichtbarkeitsbereich protected in Java.
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public class B extends A {
protected int b = 1;
public int calc() { return a + b; }

}

Wiirde man nun das Attribut a innerhalb der Klasse A umbenennen, so wiirde die Klasse
B sich nicht mehr {ibersetzen lassen. Analog liefe sich ein Beispiel in O’Caml konstruieren.
Allgemein resultiert das Problem aus der Tatsache, dass Attribute keinen abgeschlosse-
nen Giiltigkeitsbereich besitzen, sondern einen offenen, erweiterbaren Giiltigkeitsbereich.
Folglich ist es leicht einzusehen, dass die a-Konversion fiir Attributnamen nicht gilt.

Definition 2.7 (Reiheneinsetzung) Fiir r € Row, e € Exp* und a € dom, (r) ist
die Reihe 7(°/,), die durch Reiheneinsetzung aus r entsteht, indem die rechte Seite der
Deklaration des Attributs a durch den Ausdruck e ersetzt wird, wie folgt definiert:

vald =e; r falls a’ = a
val a' =¢'; r(°/,) sonst

at a =)t = |

(method m = ¢/; r)(¢/,) = method m =¢'; r(¢/,)

Bei der Reiheneinsetzung wird einfach der Ausdruck in einer bestimmten Attributde-
klaration durch einen neuen Ausdruck ersetzt. Der neue Ausdruck darf aber aus Griinden
der Konfliktvermeidung keine freien Attribut- und Objektnamen besitzen. Entscheidend
ist an dieser Stelle, dass die Namen der Attribute in einer Reihe disjunkt sein miissen.

Damit kénnen wir nun die Substitution fiir die Programmiersprache £, nachfolgend
definieren. Um die weiteren Betrachtungen zu vereinfachen, integrieren wir fiir den Fall
der Substitution eines Objekts fiir self in eine Duplikation bereits Aspekte der spéteren
Semantik.

Die Idee hierbei ist wie folgt: Da self ausschliefilich durch Objekte gebunden werden
kann, steht self stets fiir das umgebende Objekt. Das Substitutieren fiir self entspricht
also — wie nachfolgend durch die small step Semantik dargestellt — dem Auffalten ei-
nes Objekts, d.h. nach der Substitution ist kein umgebendes Objekt mehr vorhanden.
Die Duplikation macht aber nur innerhalb eines Objektes Sinn, also wird entsprechend
bei der Substitution die Duplikation zu einem vollstdndigen Objekt erweitert, mit den
Informationen des substituierten Objekts.

Definition 2.8 (Substitution)

(a) Fur ¢ € Exp, e € Exp* und id € Id erhdlt man den Ausdruck e'[¢/;4], der aus
e/ durch Substitution von e fiir id entsteht, durch folgende Verallgemeinerung von
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Definition [L.11}

id'[* /] =

e'#ml)ia] = ('/ia])dtm
wHmlfu] = (w[*/ia])#m
. . B obJect (self) r end falls id = self
object (seif) r end[*/i] = obJect (self) r[¢/:4] end sonst
let 7 = €]°/,4| in object (self ) r{*/,)", end
(la; = e ="V e o] = fais_zdel— suc;l]: /1\ en>—} object (self) r end
sonst

mit zy,...,2, & free (r) U free (e) U U, free (e;)

{ falls id = id’

sonst

(b) Furr € Row, e € Exp* und id € Id ist die Reihe r[¢/;4], die aus r durch Substitution
von e fiir ¢d entsteht, wie folgt induktiv definiert:

€[*/ia] = €
ey 1 Jvala=€/ul;r falls id = a
(vala =5 r)["/ia] = {Val a=€'[°/i); r[°/ia] sonst
(method m = ¢'; r)[°/.] = method m = €'[*/i]; r[°/id]

Es ist wieder zu beachten, dass gemé&fi Konvention und Konvention die Sub-
stitution total ist, da der substituierte Ausdruck keine freien Vorkommen von Attribut-
oder Objektnamen enthilt. Fiir die {ibrigen Ausdriicke e € Exp\ Fxp* ist die Substitution
undefiniert.

Hiermit lésst sich nun unmittelbar das folgende Lemma formulieren, welches uns zu-
sichert, dass das Ergebnis der Anwendung einer Substitution auf einen Ausdruck oder
eine Reihe stets eindeutig definiert ist durch den Ausdruck oder die Reihe, den Namen,
der ersetzt werden soll, und den Ausdruck, der fiir den Namen eingesetzt wird sowie den
Bezeichner, fiir den substituiert wird.

Lemma 2.1 (Eindeutigkeit der Substitution)
(a) Fiir € € Exp, e € Exp™ und id € Id ist €'[°/,q] eindeutig bestimmd.

(b) Firr € Row, e € Exp* und id € Id ist r[¢/;4] eindeutig bestimmit.

Beweis: Folgt wegen Konvention [I.1] und Konvention 2.1 unmittelbar aus Definition
(Substitution). O

Es ist leicht zu sehen, dass das Substituieren eines Ausdrucks fiir einen Bezeichner
innerhalb eines Ausdrucks oder einer Reihe, in der dieser Bezeichner nicht frei vorkommt,
wieder zum gleichen Ausdruck bzw. zur gleichen Reihe fithrt. Hierbei ist zu beachten,
dass gebundene Umbenennung nach den zuvor getroffenen Konventionen keinen Einfluss
auf die Gleichheit hat. Entsprechend gilt das nachfolgende Lemma:
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Lemma 2.2 (Frei vorkommende Namen und Substitution)
(a) Ve € Exp,e € Exp*,id € Id : id & free (¢/) = € = €'[°/i4]

(b) ¥r € Row,e € Exp*,id € Id : id & free (r) = r =1r[°/.]

Beweis: Leicht durch simultane Induktion zu beweisen. O

2.2.2 Small step Semantik

Die small step Semantik der Programmiersprache L, entsteht durch Erweiterung der
small step Semantik von L. Wahrend aber bei L die small step Relation ausschlieflich
auf Erp definiert worden ist, miissen fiir £, auch small steps auf Reihen betrachtet
werden, entsprechend ist die Definition eines small steps zu erweitern:

Definition 2.9 Ein small step fiir L, ist eine Formel der Gestalt ¢ —, ¢ mit e, e’ € Exp
oder r —, v mit r,7’ € Row.

Das Regelwerk zur Herleitung giiltiger small steps umfasst folglich sowohl Regeln fiir
Ausdriicke, als auch Regeln fiir Reihen. Als Grundlage dienen die small step Regeln der
Sprache L£;. Neu hinzu kommen small step Regeln fiir Objekte und Methodenaufrufe,
sowie small step Regeln fiir Attribut- und Methodendeklarationen.

Insbesondere werden keine small step Regeln fiir Duplikationen benétigt, da die not-
wendige Semantik fiir Duplikationen bereits durch die Substitution (vgl. Definition
behandelt wird. Weiterhin gilt zu beachten, dass neben den small step Regeln fiir die Aus-
driicke der konkreten Kernsyntax auch small steps fiir die Hilfsausdriicke w#m existieren
miissen.

Definition 2.10 (Giiltige small steps fiir £,) Ein small step der Form e —, ¢’ mit
e,e € Exp oder r —, v’ mit r,r" € Row heiit giiltig fiir L,, wenn er sich mit den small
step Regeln von L (vgl. Definition |1.15)), sowie den folgenden small step Regeln fur
Objekte

/
(OBJECT-EVAL) : P ;
object (self) r end —. object (self) ' end
e —. €

(SEND-EVAL) T .
(SEND-UNFOLD) object (self) w end#m —, w[ebiect(self) wend /1y
(SEND-ATTR) (val a = v; w)#m —. w[’/#m
(SEND-SKIP) (method m’ = e; w)#m —. w#m falls m #m' vV m € dom,, (w)

END-EXEC method m’ =¢e; w)#Fm —. e allsm=m"Am 0Myy, (W
S E hod m/ # fall ! ¢ d

und den small step Regeln fiir Reihen
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e . €
vala=¢;r —,vala=¢€;r
r—.r
vala=v;r —,vala=wv; 1

(ATTR-LEFT)

(ATTR-RIGHT)

r—.
method m = ¢; r —, method m =¢; r’

(METHOD-RIGHT)

herleiten lasst.

Die Regel (OBJECT-EVAL) wertet den Rumpf eines Objekts, also die Reihe, aus, bis
ein Reihenwert erreicht ist. Anschliefend ist nach Definition (Werte und Reihenwer-
te) das Objekt selbst ein Wert. Die Auswertung der Reihe erfolgt mittels der Regeln
(ATTR-LEFT), (ATTR-RIGHT) und (METHOD-RIGHT). Hierbei werden die rechten Sei-
ten von Attributdeklarationen ausgewertet, und zwar in der Reihe von links nach rechts.

Die Regel (SEND-EVAL) wertet den Ausdruck e, dem die Nachricht m gesendet werden
soll, aus. Fiihrt diese Auswertung zu einem Objektwert object (self) w end, so wird mit
Regel (SEND-UNFOLD) das Objekt aufgefaltet (wobei dann die enthaltenen Duplikatio-
nen in vollwertige Objekte umgewandelt werden) und es entsteht ein Hilfsausdruck der
Form w#m.

Fiir diese Hilfsausdriicke der Form w#m wird dann mit Hilfe der Regeln (SEND-ATTR),
(SEND-SKIP) und (SEND-EXEC) innerhalb des Reihenwerts w nach der letzten Dekla-
ration der Methode m gesucht, wobei jeweils die zuvor bei der Auswertung des Objekts
ermittelten Attributwerte fiir die frei vorkommenden Attributnamen im verbleibenden
Reihenwert eingesetzt werden.

Hierbei gilt es zu beachten, dass die Regeln (BETA-V), (UNFOLD), (LET-EXEC),
(SEND-UNFOLD) und (SEND-ATTR) nur angewandt werden diirfen, wenn der zu sub-
stituierende Ausdruck keine frei vorkommenden Attribut- oder Objektnamen enthélt.
Sollte dies nicht der Fall sein, so bleibt die Auswertung stecken.

Wir schreiben e — €’ und r — 1/, da stets aus dem Zusammenhang hervorgeht, welche
der beiden Relationen gemeint ist. Weiter schreiben wir % fiir den transitiven und =
fiir den reflexiven transitiven Abschluss, d.h. = bezeichnet eine endliche, moglicherweise
leere Folge von small steps, und 5 eine endliche, nicht-leere Folge von small steps.

Ferner schreiben wir e /4, wenn kein €’ existiert mit e — ¢/, und r -, wenn kein
r’ existiert, so dass r — ' gilt. Damit sind wir nun in der Lage, die erste einfache
Eigenschaft der small step Semantik zu formulieren und zu beweisen.

Lemma 2.3 (Werte und small steps)
(a) v+ fir alle v € Val.
(b) w+ fir alle w € RVal.

Beweis: Eine einfache simultane Induktion iiber die Struktur von v und w: Fiir Kon-
stanten, Namen, Abstraktionen und die leere Reihe ist die Behauptung unmittelbar klar,
da diese weder in den Axiomen noch in den Konklusionen der Regeln links von — stehen.
Fiir die iibrigen syntaktischen Formen von Werten folgt die Behauptung unmittelbar mit
Induktionsvoraussetzung. O
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Die Auswertung eines Ausdrucks beschreibt man als eine Aneinanderreihung giiltiger
small steps, die sich mit den small step Regeln herleiten lassen, wie nachfolgend definiert:

Definition 2.11 (Berechnung)

(a) Eine Berechnungsfolge ist eine endliche oder unendliche Folge von small steps
€1 —> €2 — ....

(b) Eine Berechnung des Ausdrucks e ist eine mazimale, mit e beginnende Berech-
nungsfolge, d.h. eine Berechnungsfolge, die sich nicht weiter fortsetzen lésst.

Im Falle einer unendlichen Berechnung fiir einen Ausdruck sagt man auch, dass die
Berechnung divergiert. Im Falle einer endlichen Berechnung, an deren Ende ein Wert
steht, sagt man, dass die Berechnung terminiert. Endet eine endliche Berechnung mit
einem Ausdruck, der kein Wert ist, so sagt man, dass die Berechnung stecken bleibt.

Damit kommen wir zum wichtigsten Satz iiber die small step Semantik, dem Eindeu-
tigkeitssatz. Dieser besagt, dass auf jeden Ausdruck und jede Reihe hochstens eine small
step Regel anwendbar ist. Das bedeutet insbesondere, dass fiir jeden Ausdruck und jede
Reihe hochstens eine Berechnung existiert.

Satz 2.1 (Eindeutigkeit des Ubergangsschritts) Fiir jeden Ausdruck e € Exp exis-
tiert hochstens ein € € FExp mit e — € und fiir jede Reihe r € Row existiert hochstens
ein ' € Row mit r — r’.

Beweis: Die Beweisfithrung erfolgt durch simultane Induktion iiber die Struktur von e
und 7, wobei wir jeweils nach der syntaktischen Form von e und r unterscheiden: Fiir
Konstanten, Bezeichner, A-Abstraktionen und die leere Reihe existiert nach Lemma
(Werte und small steps) kein small step. Wir betrachten exemplarisch den Fall der Ap-
plikation:

1.) e=ejes

Fiir Applikationen kommen ausschliefllich die vier small step Regeln (Op), (BETA-V),
(App-LEFT) und (APP-RIGHT) in Frage.

Falls ein small step e; — ¢/ existiert, kann nur die Regel (APP-LEFT) angewandt
werden, denn (OP), (BETA-V) und (APP-RIGHT) erfordern einen Wert auf der
linken Seite der Applikation. Nach Induktionsvoraussetzung ist e} eindeutig durch
e; bestimmt, also ist auch e} ey eindeutig durch e; e; bestimmt.

Wenn e; #, aber ein small step es — €}, existiert, dann kommt nur (APP-RIGHT)
in Frage, denn (OpP) und (BETA-V) erfordern einen Wert auf der rechten Seite
der Applikation. Nach Induktionsvoraussetzung ist €, eindeutig bestimmt durch
eq, folglich ist auch e €, eindeutig bestimmt durch e; e;.

Es bleibt noch der Fall e; 4 und ey . Hier kommen hochstens (OP) und
(BETA-V) in Frage. Diese schlieen sich offensichtlich gegenseitig aus, und fiithren
beide zu einem eindeutigen Ergebnis.

Die restlichen Fille verlaufen analog und werden hier nicht angegeben. O

Die bereits angedeutete Eindeutigkeit von Berechnungen lésst sich nun einfach als Ko-
rollar des vorangegangenen Satzes formulieren:
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Korollar 2.1 (Eindeutigkeit der Berechnung)
(a) Fir jeden Ausdruck e existiert genau eine Berechnung.

(b) Fiir jede endliche Berechnung ey — ... — e, ist das Resultat e,, eindeutig durch e;
bestimmd.

2.2.3 Big step Semantik

Wie bereits in Abschnitt angedeutet wurde, existiert neben dem bisher vorgestell-
ten iterativen Ansatz zur Definition von Semantiken noch ein rekursiver Ansatz, der
als big step Semantik bezeichnet wird. Hierbei wird das Ergebnis einer Umformung auf
die Ergebnisse von Teilumformungen zuriickgefiihrt. In der Praxis wird fiir Interpreter
ausschliefllich der rekursive Ansatz benutzt, da dieser der intuitiven Interpretation von
Programmen entspricht.

In diesem Abschnitt werden wir eine big step Semantik fiir die Programmiersprache £,
entwickeln, die dquivalent zu der im vorangegangenen Abschnitt definierten small step
Semantik ist. Dazu legen wir zunéchst fest, was wir unter einem big step verstehen:

Definition 2.12 Ein big step ist eine Formel der Form e |}, v mit e € Ezp,v € Val oder
r |, w mit r € Row,w € RVal.

Wie in der small step Semantik geben wir nun ein System von Regeln an, mit denen sich
giiltige big steps der Form e |}, ¢/ und r |}, " herleiten lassen.

Definition 2.13 (Giiltige big steps) Ein big step e |}, v mit e € Ezp,v € Val oder
r . wmit r € Row,w € RVal, heifit giiltig, wenn er sich mit den big step Regeln fiir die
funktionale Sprache L

(VAL) v e v
(Op) opning e 0p’(ny,ns)
6[v/33] ‘U’e U/
(BETA-V) Ducio oy
(App) erdevi ealeva vivy e

erex e v
e[recx.e/x] ‘Ue v
recx.e . v
er Je v1 ea["/s] Ue v2
letx =ejiney | v

eo e true e e v
ifegthene; elsees |, v

eo Je false ey . v
ifegthene; elsees |, v

(UNFOLD)

(LET)

(COND-TRUE)

(COND-FALSE)

sowie den big step Regeln fiir Objekte
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(OBJECT) i rdrw _
object (self) r end |}, object (self) w end
(SEND) e . object (self) w end  w[ePiect (self) w end /1y ||y

e#m e v
w[v/a]#m ‘Ue v
(val a = v; w)#m v/
m' #mVm e dom,y, (w) wHFm v
(method m’ = ¢; w)#m |, v
m' =mAm¢ dom,y, (w) e v
(method m’ = e; w)#m | v

(SEND-ATTR)

(SEND-SKIP)

(SEND-EXEC)

und den big step Regeln fiir Reihen

(OMEGA) wl,w

elev 7, w
(ATTR) vala=e;rl,vala=v,w
(METHOD) r il w

method m =¢; r ||, method m =¢; w

herleiten lasst.

Analog zur small step Semantik schreiben wir |}, wenn wir uns auf beide Relationen
beziehen oder wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht, welche Relation gemeint ist.
Weiter schreiben wir e Jf, falls kein big step fiir e existiert, und r |}, falls kein big step
fiir r existiert.

Intuitiv wird sofort ein elementarer Zusammenhang zwischen den small und big step
Regeln offensichtlich, so dass sich vermuten lésst, dass die beiden Semantiken das gleiche
Laufzeitverhalten im Bezug auf das Ergebnis einer Berechnung aufweisen. Entsprechend
gilt der folgende Satz:

Satz 2.2 (Aquivalenzsatz)
(a) Ve € Exp:Yv € Val: e v & e S v

(b) Vr € Row :Yw € RVal : r jw & r S w

Der Begriff der Aquivalenz besagt in diesem Zusammenhang lediglich, dass eine terminie-
rende Berechnung eines Programms mit den unterschiedlichen Semantiken zum gleichen
Ergebnis fithrt. Uber divergierende oder steckenbleibende Berechnungen lisst sich kei-
nerlei Aussage treffen’}

Beweis: Der Beweis erfolgt in zwei Schritten: Zunéchst zeigen wir, dass fiir jeden big
step eine dquivalente endliche Berechnung, d.h. eine maximale, endliche Berechnungsfolge
von small steps, existiert. Anschlieffend zeigen wir, dass fiir jede endliche Berechnung ein
dquivalenter big step existiert.

5Grund hierfiir ist, dass es mit den in Definition angegebenen big step Regeln nicht moglich ist,
zwischen Divergenz und Steckenbleiben zu unterscheiden.
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»,= Simultane Induktion iiber die Lange der Herleitungen der big steps e |} v und r || w
mit Fallunterscheidung nach der zuletzt angewandten big step Regel:

1)
2.)

3.)

Im Fall von v |} v mit big step Regel (VAL) gilt v = v wegen der Reflexivitiit
von —.
Fiir op ny ny | op’(n1, ny) mit big step Regel (OP) folgt op ny ny — op’(n1, ns)
mit small step Regel (OP).
e1 ez {} v mit big step Regel (APP) kann nur aus Pramissen der Form e; { vy,
es I vo und vy vy | v folgen. Wegen Induktionsvoraussetzung gilt e, 5 V1,
ey — 1o und v v — v. Dann existiert eine Berechnungsfolge e; ey = vy e
mit small step Regel (ApP-LEFT) und eine Berechnungsfolge vy €5 5 0y 09
mit small step Regel (APP-RIGHT). Also existiert insgesamt eine Berechnung
€1 €9 i)’Uleg ; V1 U2 1>U.
Fiir e##m |} v mit big step Regel (SEND) muss gelten e |} object (self) w end
und w[oebiect (self) wend /Tty || v, also gilt nach Induktionsvoraussetzung
e = object (self) w end und w[oPiect(self) wend /1t =5 1) Wegen Regel
(SEND-UNFOLD) gilt object (self) w end — w[obiect (self) wend ] Jdbm  wei-
ter existiert eine Berechnungsfolge e##m — object (self) w end#m mit small
step Regel (SEND-EVAL), also existiert insgesamt eine Berechnung
eHm

% object (self) w end#m

SN w[object(self) w end/self]#m

5 .

Die restlichen Félle sind ebenso einfach zu beweisen.

,<“ Simultane Induktion iiber die Linge der Berechnungen e = v und r - w mit
Fallunterscheidung nach der syntaktischen Form von e und r:

1)

2.)

Fiir e % v gilt e = v, also existiert ein big step e || v mit Regel (VAL), und
entsprechend fiir r 2w mit big step Regel (OMEGA).

. . . . n+1 . .
Im Falle einer Applikation e = ej e; mit e; e; —— v unterscheiden wir nach
der semantischen Form von e; und e,.

1.) Wenn ey, e5 € Val, dann kommen fiir den ersten small step der Herleitung
nur (Op) und (BETA-V) in Frage.

Fiir (Op) folgt die Behauptung trivialerweise mit big step Regel (OP).

Fiir (BETA-V) muss e; eine A-Abstraktion sein, also e; = Az.e{, und die
Berechnungsfolge die Form

(Az.€)) ey — €1[? /4] Ny

haben. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein big step €;[*2/,] | v,
und mit big step Regel (BETA-V) folgt (Az.e})es | v.

2.) Es bleibt der Fall zu betrachten, dass e; oder ey kein Wert ist. Dann
existieren vy, vy € Val, so dass die Berechnungsfolge wie folgt aussieht:

* * *
€16y —>V1€y —> V1VUy — VU
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Die Berechnungsfolge e, €3 — v; €5 kann, sofern nicht leer, ausschlieSlich
mit small step Regel (APP-LEFT) aus e; — v; folgen. Entsprechend kann
v1 €3 = vy Uy, sofern nicht leer, nur mit small step Regel (APP-RIGHT)
aus €y — Vo folgen.

Je nachdem, ob e; € Val bzw. e5 € Val, folgt e || v1 bzw. ey |} vy entweder
mit big step Regel (VAL) oder nach Induktionsvoraussetzung. vy vy |} v
jedoch folgt in jedem Fall mit Induktionsvoraussetzung, da zumindest
einer der Ausdriicke noch kein Wert ist, und somit die Berechnungsfolge
v1 vy — v echt kiirzer ist als eq eq — v.

Insgesamt folgt also e es |} v mit big step Regel (APP).
3.) Fiir e = ifeg then e, else ey ist die Berechnungsfolge e 2 v von der Form
ifeg then e else ey — if vy then e else ey — v,
wobei sich ifeythene; elsee; — ifvy thene; else ey mit small step Regel
(COND-EVAL) aus ey — vy ergibt, und die Berechnungsfolge
ifvy then e else es — v

entweder mit small step Regel (COND-TRUE), fiir vy = true, oder mit small
step Regel (COND-FALSE), fiir vy = false, beginnen muss. Fiir ey — v, exis-
tiert nach Induktionsvoraussetzung ein big step e | vp.

Wenn ey = true, dann hat die restliche Berechnungsfolge die Form

if true then e; else ey — € — v

mit (COND-TRUE) als erster small step Regel und nach Induktionsvorausset-
zung existiert ein big step e; || v. Zusammengefasst folgt also

ifegthene; elsee;y || v
mit big step Regel (COND-TRUE).

Entsprechend folgt fiir vy = false die Behauptung wegen big step Regel
(COND-FALSE).

Die weiteren Falle verlaufen dhnlich. O

Mit Hilfe des Aquivalenzsatzes lassen sich dann bereits bewiesene Eigenschaften der small
step Semantik auf die big step Semantik ﬁbertragenﬂ:

Korollar 2.2

(a) Existiert ein big step e || v mit e € Ezp,v € Val, so ist v durch e eindeutig
bestimmdt.

(b) Ezistiert ein big step r | w mit r € Row,w € RVal, so ist w durch r eindeutig
bestimmd.

Beweis: Folgt mit dem Aquivalenzsatz unmittelbar aus Satz iber die Eindeutigkeit
des Ubergangsschritts. a

6Natiirlich nur, solange diese sich auf terminierende Berechnungen beziehen.
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In Version 2.0 des Lernwerkzeugs TPMI[| findet sich eine Implementation eines Inter-
preters basierend auf der in diesem Abschnitt entwickelten big step Semantik.

Im weiteren Verlauf dieses Dokuments werden wir allerdings ausschliellich die fiir
Beweise einfacher zu handhabende small step Semantik betrachten. Dieser Abschnitt
sollte lediglich veranschaulichen, wie eine aus theoretischen Uberlegungen entstandene
Programmiersprache in eine reale Implementierung iibertragen werden kann.

2.3 Ein einfaches Typsystem

Bisher haben wir nur die ungetypten Programmiersprachen £y und £, kennengelernt.
Diese zeichnen sich durch eine einfache (kontextfreie) Syntax und eine hohe Flexibilitét
beim Programmieren aus. Diese hohe Flexibilitéit ungetypter Programmiersprachen fithrt
jedoch auch zu erheblichen Nachteilen, da grobe Programmierfehler erst zur Laufzeit
erkannt werden und sich darin duflern, dass die Auswertung stecken bleibt. Beispiele fiir
derartige Fehler sind:

e (if1 > Othentrueelsel) +1
e (object (self) vala = 1; valb = 2; method m = a + b end)#n

Im ersten Beispiel wiirde nach Auswertung des bedingten Ausdrucks ein neuer Ausdruck
true + 1 entstehen, fiir den aber keine small step Regel existiert. Im zweiten Beispiel wird
versucht, einem Objekt, welches nur eine Methode namens m besitzt, die Nachricht n
zu schicken. In solch kleinen Programmen sind derartig triviale Programmierfehler noch
leicht zu entdecken, anders sieht es aber bei grofien, mehreren hunderttausend Zeilen
langen Programmen aus. In diesen Projekten muss ein Grofiteil der Entwicklungszeit auf
das Testen und die Fehlerbeseitigung verwendet werden.

Um solcherlei (grobe) Programmierfehler moglichst friihzeitig erkennen zu kénnen, ver-
wendet man heute in fast allen géingigen Programmiersprachen statische Typsysteme. Da-
bei findet im Anschluss an die syntaktische Analyse der Programme eine Typiiberpriifung
statt. Ziel dieser Uberpriifung ist es, Programme, in denen grobe Programmierfehler
vorhanden sind, zu erkennen und abzulehnen. Ein solcher , grober Programmierfehler
zeichnet sich im Kontext der Programmiersprache £, dadurch aus, dass der Interpreter
(moglicherweise) wéhrend der Auswertung des Programms stecken bleibt.

Ziel ist es also, ein statisches Typsystem anzugeben, welches alle Programme identifi-
ziert, deren Berechnung stecken bleiben wiirde, und diese ausschliefft. Eine Programmier-
sprache, welche diese Eigenschaft besitzt, bezeichnet man als typsicher, genauer statisch
typsicher, nach [Pie02] S.6ff].

2.3.1 Syntax der Sprache L/

Die in diesem Abschnitt betrachtete Programmiersprache £f ist
(a) einfach getypt und

(b) explizit getypt.

"http://www.informatik.uni-siegen.de/theo/tpml/ (Stand: 19.09.2007)
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Der erste Punkt besagt, dass das Typsystem dem des einfach getypten \-Kalkiils ent-
spricht, also keine komplizierten Mechanismen wie rekursive Typen, Subtyping oder Poly-
morphie enthélt. Wir werden in Kapitel [3| und 4| Erweiterungen der Programmiersprache
L! vorstellen, die Subtyping und rekursive Typen unterstiitzen.

Der zweite Punkt bedeutet, dass der Programmierer an bestimmten Stellen im Quell-
text, zum Beispiel bei Parametern von Funktionen, Typen angeben muss. Dies entspricht
der géngigen Vorgehensweise in traditionellen imperativen Programmiersprachen wie C,
C++, Pascal und Java. Fiir explizite Typiiberpriifung existiert ein einfacher und effizi-
enter Algorithmus.

Fiir statisch getypte funktionale Programmiersprachen sind explizite Typsysteme heut-
zutage eher uniiblich. Stattdessen benutzt man dort sogenannte implizite Typsysteme, in
denen wihrend der Typiiberpriifung die fehlenden Typangaben automatisch durch den
Typechecker rekonstruiert werden. Das Verfahren zur Rekonstruktion von Typangaben
wird als Typinferenz oder type reconstruction bezeichnet.

In dieser Arbeit werden ausschliellich explizit getypte Programmiersprachen betrach-
tet. Erliuterungen zu impliziten Typsystemen finden sich aber in [Pie02, S.317ff]. Eine
Darstellungen der Problematik von Typinferenz in Typsystemen mit Subtyping und re-
kursiven Typen findet sich in [PWO97] sowie [JP99).

Zunéchst wollen wir festlegen, was genau unter einem Typ zu verstehen ist. Da die
Syntax der Programmiersprache aus Ausdriicken und Reihen besteht, definieren wir ent-
sprechend zwei Mengen von Typen, eine Menge als Typen fiir Ausdriicke und eine weitere
fiir Reihenf]

Definition 2.14 (Typen) Die Menge Type aller Typen 7 von L! ist durch die kontext-
freie Grammatik

7 == bool | int | unit  Basistypen
| 7 — 7 Funktionstypen
| (o) Objekttypen

und die Menge RType aller Reihentypen ¢ von L! ist durch

¢ = 0 leerer Reihentyp
| m:7; ¢ Methodentyp

definiert, wobei die Methodennamen in einem Reihentyp ¢ paarweise verschieden sein
missen.

Da wir ein explizites Typsystem definieren wollen, muss die kontextfreie Grammatik
von Ausdriicken erweitert werden, indem die Produktionen fiir Abstraktionen, Rekursio-
nen und Objekte durch die ,,getypten Produktionen*

= ArT.e
| recz:T.e
| object (self : 7) r end

e

ersetzt werden.

8Diese strikte Unterscheidung ist nicht zwingend notwendig, wir werden sie aber beibehalten in der
Hoffnung, dadurch ein besseres Verstindnis zu vermitteln.
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Konvention 2.2 Die Reihenfolge, in der die Methodentypen in einem Reihentypen auf-
gelistet werden, ist irrelevant, d.h. es gilt

My T Mg Ty = Mg Ty ML @
fiir alle my, my € Method, 11,75 € Type und ¢ € RType.

Diese Vereinbarung ist nicht zwingend notwendig, und teilweise sogar uniiblich, er-
leichtert jedoch die nachfolgenden Definitionen erheblich, da es von nun an keine Rolle
mehr spielt, wo innerhalb eines Reihentyps der Typ einer konkreten Methode steht.

Dariiber hinaus definieren wir auf Reihentypen, dhnlich wie zuvor auf Reihen, die
Vereinigung (oder Konkatenation):

Definition 2.15 Die Vereinigung ¢1 @ ¢o der beiden Reihentypen
Gr =11 T} .. My Ty 0

und
Go=my:T;...my:T1; 0

ist definiert als

OLD Py = My, Ty My, T (gemeinsame Methodentypen)
My, Tjs - My, 5 Ty (Methodentypen exklusiv in ¢;)
my, T ...my 7,5 (Methodentypen exklusiv in ¢;)
0

mit

{miy,...omi,} = {my, ... om0 {m},...,m},

{mj,...om;, b = {my,...,mu}\ {ms,...,m;,} und

{mﬁgl, . ,mzz} = {m,....m}\ {mi,...,m},

falls Vi € {i1,... i} 7 =7/

)

Insbesondere fiithrt die Vereinigung zweier inkompatibler Reihentypen, die auf dem
Schnitt ihrer Methodentypen nicht iibereinstimmen, wahrend der Typiiberpriifung zu
einem Typfehler, da in diesem Fall kein Vereinigungstyp definiert ist.

Definition 2.16 Seien ¢y = my : 715 ... My = Tp; O und ¢o = mf = 77; ...m; : 7/; 0. Die
Reihentypen ¢; und ¢ heissen disjunkt, wenn {mq,...,m,} N {m},...,m;} = 0 gilt.

Syntaktischer Zucker

Den zuvor fiir die Programmiersprachen £; und L, definierten syntaktischen Zucker
versieht man dann fiir die Programmiersprache £! entsprechend mit Typen:

letz (z1:7)...(x,:7p) = eriney
fir letx =Mz :7q.... Az, : Th.€1ineq

letrecz (1 :7)...(z, 1 7) : T =ejiney
fir letx=recx:7 — ... > Ty — T.ATL :T1.... ATy, : Tp.€1 1N €9

method m (z1:7)... (2, :7) =e; 1
fir method m = Axy : 71.... Az, - T.€; 1
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2.3.2 Typsystem der Sprache L!

Bisher haben wir nur die kontextfreie Grammatik der (statisch getypten) Programmier-
sprache L' definiert. Jetzt miissen wir die Kontextregeln festlegen, unter denen ein Pro-
gramm akzeptiert werden soll. Beispiele fiir derartige Kontextbedingungen sind:

e Jeder Bezeichner muss deklariert werden, bevor er verwendet werden kann.

e Nachrichten konnen nur an Objekte gesendet werden, die iiber eine gleichnamige
Methode verfiigen.

Die erste Bedingung liefle sich schon mit den bisherigen Mitteln sehr einfach formulieren:
Jedes Programm muss abgeschlossen sein. Die zweite Bedingung ist deutlich aufwéandiger
zu priifen, da das Senden von Nachrichten an beliebige Ausdriicke moglich ist, und ggfs.
erst zur Laufzeit bekannt ist, an welches Objekt die Nachricht wirklich gesendet werden
soll.

Zunéchst betrachten wir einen einfachen Kalkiil mit dem wir sogenannte Typurteile
fiir Konstanten herleiten konnen. Damit wird jeder Konstanten in einem Programm ein
eindeutiger Typ zugeordnet.

Definition 2.17 (Typurteile fiir Konstanten) Ein Typurteil fir Konstanten ist eine
Formel der Gestalt ¢ :: 7 mit ¢ € Const, 7 € Type. Die giiltigen Typurteile sind durch die
folgenden Axiome festgelegt:

(BooL) b :: bool

(INT) n ::int

(UNIT) () :: unit

(Aor)  op:int — int — int  falls op € {+, —, *}
(ROP)  op:int — int — bool falls op € {<,>,<, >, =}

Das Typurteil ¢ :: 7 liest man als ,,¢ hat Typ 7. Man beachte, dass geméss obiger
Definition jede Konstante ¢ € Const einen eindeutigen Typ 7 € Type hat.

Als néchstes wollen wir Ausdriicken einen Typ zuordnen. Der Typ eines Ausdrucks
soll sich dabei aus den Typen der unmittelbaren Teilausdriicke (und Teilreihen) herleiten
lassen, d.h. wir miissen auch nicht abgeschlossene Ausdriicke betrachten. Dazu miissen
jeweils die Typen der frei vorkommenden Namen bekannt sein.

Jeder Name erhilt seinen Typ aus der Umgebung, also dem formalen Parameter, an
den er gebunden ist. Wir benotigen daher einen Mechanismus zur Buchfiihrung iiber
Typen bereits bekannter Namen, eine sogenannte Typumgebung.

Definition 2.18 (Typumgebungen)

(a) Eine Typumgebung ist eine partielle Funktion I' : Id — Type mit endlichem Defi-
nitionsbereich.

(b) Sei I' eine Typumgebung, dann bezeichnet I'* die Einschrinkung von I' auf Varia-
blen, d.h. fiir die Typumgebung I'* gilt:
e dom (I'*) = dom (I') N Var
o Vid € dom (I'*) : I'*(id) = I'(id)
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(c) Sei I' eine Typumgebung, dann bezeichnet I'* die Einschriankung von I' auf alle
Namen ausser Variablen, d.h. fiir die Typumgebung 't gilt:

e dom (I'Y) = dom (') \ dom (I'*)
e Vid € dom (I'") : Tt (id) = I'(id)

(d) Die Menge TEnv = {I" | T ist eine Typumgebung} enthélt alle Typumgebungen.

Zur einfacheren Notation von Typumgebungen verwenden wir die Listenschreibweise
[idy : Ty, ...,id, : 7] mit n > 0 fir die Typumgebung I mit den Eigenschaften

(a) dom (T') = {idy,...,id,} und
(b) Vie{1,...,n}: I'(id;) = .

Die Listenschreibweise verdeutlicht, dass eine Typumgebung letztlich nichts anderes
ist als eine , Tabelle“, in der die Typen der bereits bekannten Namen eingetragen sind’}
Das ,,Nachschlagen® in der Tabelle I' kénnen wir durch die Funktionsanwendung zum
Ausdruck bringen: Falls id € dom (I'), dann liefert I'(id) den Typ 7, der fiir den Namen
id in der Tabelle I" eingetragen wurde, sonst ist I'(id) undefiniert.

Nach diesen Vorbereitungen koénnen wir nun die Wohlgetyptheit von Ausdriicken und
Reihen der Programmiersprache £ formulieren. Dazu definieren wir zunéchst, was wir
unter einem Typurteil verstehen wollen, und geben anschliefend ein Regelwerk an, mit
dem sich giiltige Typurteile fiir £ herleiten lassen.

Definition 2.19 (Typurteile fiir Ausdriicke und Reihen)

a) Ein Typurteid fir Ausdricke 1st eine Formel der Gestalt >e € T mit
Ein T 1) Ausdriicke i ' Fi 1 der G It T i
I': Id — Type, e € Ezp und 7 € Type.

(b) Ein Typurteil fiir Reihen ist eine Formel der Gestalt I' >, 7 :: ¢ mit I": Id — Type,
r € Row und ¢ € RType.

Durch (>, -2 ) und (_ >, _:: _) sind also dreistellige Relationen definiert, genauer
(L>e —:2) € TEnv x Exp x Type
und
(L —:: ) € TEnv x Row x RType.

Die eigentliche Typrelation ist definiert als Vereinigung dieser beiden Typrelationen, d.h.

(C>_n)=(Pe - )U(CDy - ).

Wie zuvor bei der Definition der small step Semantik ist es iiblich, die Typrelationen nur
implizit zu betrachten, und stattdessen stets iiber ,Formeln“ zu argumentieren.

Zur Herleitung giiltiger Formeln definieren wir induktiv einen Kalkiil, der sowohl Typ-
urteile fiir Ausdriicke, wie auch Typurteile fiir Reihen umfasst. Die Typrelationen sind
dann die kleinsten Relationen, die unter Anwendung dieser Regeln abgeschlossen sind.

9In der Compilerbau-Literatur findet man deshalb hiufig die Bezeichnung ,,Symboltabelle®.
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Definition 2.20 (Giiltige Typurteile fiir £) Ein Typurteil der Form I" b, e == 7
oder T' >, 7 :: ¢ heifit giiltig fiir L£!, wenn es sich mit den Typregeln fiir die funktionale
Kernsprache

(Ip) ['>eid 7 falls id € dom () AT(id) =7
cuT
(ConsT) I'ecoT
(APP) I'beegum—7 I'bdeyiim
I'b, e1eq T
L[] pe et
(ABSTR) ', \Xe:recm— 71
L[ /e] pe e
(REC) ', recx:TeiT
Coeernmn T[] be egim
(LET) ', letz =ejiney i 1
(CoND) I'b.epg:ibool TI'boegirm I'beegim

I' >, ifegthene; elsees :: 7
sowie den Typregeln fiir Objekte

Ce e (m:T; )

(SeND) I'>e e#m T
, ', w(m:T;¢)
(SeND’) I'>e wH#m T
F*[T/Sdf] Dp 1T T = ()
(OBJECT) I' >, object (self : 7) rend :: 7
(DUPL) Poeself m7 Vi=1...n:Tpea; 1 Al pe ;i

I'pe {{a1=e1;...5a,=€n)} T
und den Typregeln fiir Reihen

(EmpTY) T'p>pef

“peext I abpriao
>, vala=e;r ¢

(ATTR)

I'beect T'oprpo

(METHOD) T >, method m = e;r (m LT, @) S%) ¢

herleiten lésst. Hierbei wird die spezielle Typregel (SEND’) ausschlieBlich fiir den Beweis
der Typsicherheit benotigt.

Die Typregeln fiir die funktionale Programmiersprache entsprechen den aus der Vor-
lesung ,, Theorie der Programmierung” (vgl. [Sie06]) bekannten Typregeln und sollten
weitestgehend selbsterkldrend sein. Beispielsweise sichert (ID), dass Namen deklariert
werden miissen bevor sie verwendet werden, indem gefordert wird, dass ein innerhalb
eines Ausdrucks vorkommender Name zuvor in die Typumgebung eingetragen worden
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sein muss.

Ein derartiger Eintrag wird beispielsweise durch (ABSTR) oder (LET) vorgenommen.
Die (ABSTR)-Regel trigt hierbei den durch den Programmierer spezifizierten Typ fiir
den formalen Paramter in die Typumgebung ein und priift, ob sich damit fiir den Funk-
tionsrumpf ein giiltiger Typ herleiten lésst.

Die neuen Typregeln fiir Objekte und Reihen sind, basierend auf der im vorangegange-
nen Abschnitt dargestellten Semantik, ebenfalls weitestgehend selbsterklirend. Hervor-
zuheben sind lediglich die Regeln (OBJECT), (DUPL) und (ATTR), welche kurz erlautert
werden sollen:

Bei (OBJECT) wird zunéchst der Typ der enthaltenen Reihe bestimmt. Fiir diese
Typiiberpriifung werden zunéchst sdmtliche Objekt- und Attributnamen (von umge-
benden Objekten) aus der Typumgebung entfernt, und anschlieBend der durch den Pro-
grammierer vorgegebene Objekttyp fiir self eingetragen. Der damit bestimmte Reihentyp
enthilt dann die Typen der Methoden und muss exakt mit dem angegebenen Objekttyp
iibereinstimmen.

Fiir Attributdeklarationen wird mit (ATTR) zunéchst der Typ des Ausdrucks auf der
rechten Seiten der Deklaration bestimmt, wobei alle Objekt- und Attributnamen aus
der Typumgebung entfernt werden, da die Ausdriicke auf den rechten Seiten vor dem
Auffalten des Objekts ausgewertet werden und somit deren Berechnung stecken bleiben
konnte, wenn hier ein Attribut- oder Objektname vorkdme. AnschlieBend wird der so
bestimmte Attributtyp in die Typumgebung eingetragen, in der dann ein Reihentyp fiir
die Restreihe bestimmt wird.

Die erste Pramisse der (DuUPL)-Regel bestimmt zundchst den Typ von self, womit
sichergestellt ist, dass Duplikationen nur innerhalb von Objekten vorkommen. Dann wird
iiberpriift, ob fiir jedes angegebene Attribut ein Typ in der Typumgebung vorhanden ist,
der zuvor durch (ATTR) eingetragen worden sein muss, und ob sich dieser Typ auch fiir
den jeweiligen Ausdruck herleiten lédsst. Sind diese Bedingungen erfiillt, so lasst sich fiir
die Duplikation der Typ des umgebenden Objekts herleiten.

Im Folgenden betrachten wir stets die allgemeine Typrelation, d.h. statt I' >, e :: 7
schreiben wir kurz I' > e :: 7 und statt I' >, r :: ¢ kurz I' > r 1 ¢, da es aus dem
Zusammenhang stets ersichtlich ist, ob es sich um ein Typurteil fiir Ausdriicke oder ein
Typurteil fiir Reihen handelt.

Bei aufmerksamer Betrachtung der Typregeln aus Definition ist intuitiv sofort
ersichtlich, dass fiir jede syntaktische Form eines Ausdrucks oder einer Reihe immer nur
genau eine Typregel in Frage kommt. Folglich ist das Typsystem der Programmiersprache
L! deterministisch, d.h. es gilt der Satz:

Satz 2.3 (Typeindeutigkeit) Sei ' eine Typumgebung, dann gilt:
(a) Fiir jeden Ausdruck e € Exp existiert hochstens ein Typ 7 € Type mit T > e :: T.
(b) Fiir jede Reihe r € Row existiert hochstens ein Reihentyp ¢ € RType mit T > :: ¢.
Beweis: Einfache simultane Induktion iiber die Struktur von e und 7. O

Definition 2.21 (Wohlgetyptheit)

(a) Ein Ausdruck e € Ezp heifit wohlgetypt in I, wenn es ein 7 € Type gibt, so dass
gilt: ' > e 7.
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(b) Eine Reihe r € Row heifit wohlgetypt in I', wenn es ein ¢ € RType gibt, so dass
gilt: I' > r 12 ¢.

Abgeschlossene, wohlgetypte Ausdriicke werden auch als Programme bezeichnet.
Korollar 2.3 Sei I' eine Typumgebung, dann gilt:
(a) Ist e € Exp wohlgetypt in T, dann existiert genau ein 7 € Type mit T > e :: T.

(b) Ist r € Row wohlgetypt in T, dann existiert genau ein ¢ € RType mit T’ > e :: ¢.

Basierend auf dieser Erkenntnis lédsst sich nun ein Algorithmus formulieren, welcher
iiberpriift, ob ein Ausdruck in einer gegebenen Typumgebung wohlgetypt ist, und falls
ja, den eindeutigen Typ fiir diesen Ausdruck in der Typumgebung liefert.

Algorithmus 2.1 (Typalgorithmus fiir £?) Als Eingabe erhélt der Algorithmus ei-
ne Typumgebung I' € TFEnv, sowie einen Ausdruck e € Fzp oder eine Reihe r € Row.
Als Ausgabe liefert der Algorithmus entsprechend entweder einen Typ 7 € Type oder
einen Reihentyp ¢ € RType, oder — falls keine Typherleitung existiert — einen Typfehler.

1. Wenn e € Const, dann liefere den eindeutigen Typ der Konstanten (also z.B.
T = int fiir e € Int).

2. Wenn e = id € Id, dann priife ob id € dom (T'), und falls ja, liefere 7 = I'(id),
sonst ,, Typfehler®.

3. Wenn e = ey ey, dann bestimme rekursiv den Typ von e; und ey, jeweils in I,
und falls einer der rekursiven Aufrufe in einem Typfehler resultiert, brich ab mit
,» T'ypfehler®. Falls der Typ 75 — 7 der Typ von e; und 75 der Typ von e; sein sollte,
liefere 7 als Ergebnis, sonst brich ab mit ,, Typfehler®.

4. Wenn e = \x : 1y.e1, dann bestimme rekursiv den Typ von e; in der Typumgebung
['[/,], und falls dies zum Ergebnis 7, fiihrt, liefere insgesamt 7 — 7 als Typ.
Sonst antworte mit ,, Typfehler.

Die iibrigen Fille des Algorithmus iiberlassen wir der Fantasie des Lesers. Die prinzipielle
Umsetzung der Typregeln aus Definition (Giiltige Typurteile fiir £!) sollte anhand
der angegebenen Fille klar sein.

2.3.3 Typsicherheit

Nach diesen einleitenden Betrachtungen wollen wir zeigen, dass die Programmiersprache
L! typsicher ist. Typsicherheit bedeutet in diesem Zusammenhang, dass die Berechnung
eines wohlgetypten abgeschlossenen Ausdrucks nicht steckenbleibt. Das Typsystem soll
also moglichst alle Ausdriicke identifizieren, deren Berechnung stecken bleiben wiirde.
Wichtig zu bemerken ist hierbei, dass durch ein Typsystem, welches ausschlielich
auf syntaktischen Informationen arbeitet] keine strikte Trennung zwischen Program-
men, deren Berechnung stecken bleibt, und solchen, die mit einem Wert terminieren

ODjes trifft auf alle in diesem Dokument vorgestellten Typsysteme zu.
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oder divergieren, moglich ist. Eine derartige eindeutige Trennung widerspricht der Un-
entscheidbarkeit des Halteproblems, da die Programmiersprache £! Turing-vollstindig
ist (vgl. [Spr92], [Wag94, S.93ff] und [Weg93| S.211f]).

Man muss sich damit abfinden, dass ein Typsystem fiir eine Turing-vollstdndige Pro-
grammiersprache immer auch Programme ablehnen wird, deren Berechnung nicht stecken
bleiben wiirde. Deshalb ist man bemiiht, Typsysteme immer weiter zu verbessern, so dass
immer weniger korrekte Programme abgelehnt werden. Wichtig fiir unsere Betrachtung
ist jedoch nur, dass das Typsystem definitiv alle Programme identifiziert, die stecken
bleiben wiirden.

Dazu sei die Berechnung eines Ausdrucks in £! wie in £, definiert. Die Definition der
Menge Val muss an die neue Syntax angepasst werden, in dem die Produktionen durch
die entsprechenden Produktionen mit Typen ersetzt werden:

v o= Ar:T.e
| object (self : 7) w end

Die small step Regeln aus £, werden iibernommen, wobei die Regeln (BETA-V), (UNFOLD),
(OBJECT-EVAL) und (SEND-UNFOLD) an die neue Syntax angepasst werden miissen:

(BETA-V) (Ax:T.e)v—cel’/]

(UNFOLD) rec : 7.e — e[ e/ |

=,
object (self : 7) r end —. object (self : 7) r’ end

(OBJECT-EVAL)

(SEND-UNFOLD) object (self : 7) w end#m —, w[obiect (selfir) wend /14y

Es gilt zu beachten, dass der Typ in diesen Ausdriicken keinerlei Einfluss auf den small
step hat, d.h. Typen spielen zur Laufzeit keine Rolle. Sie werden lediglich zur Compile-
zeit wahrend der statischen Typiiberpriifung bendtigt. D.h. wir miissen nicht zwischen
den operationellen Semantiken der Programmiersprachen £, und L unterscheiden.

Zum Beweis der Typsicherheit der Programmiersprache £! gehen wir wie in [Pie02] be-
schrieben vor, indem wir zeigen, dass jeder small step typerhaltend ist — das Preservation-
Theorem — und dass wohlgetypte, abgeschlossene Ausdriicke entweder bereits Werte sind
oder ein small step existiert — das Progress-Theorem.

Wir beginnen mit dem Preservation-Theorem. Dazu benotigen wir zunéchst einige
technische Lemmata.

Definition 2.22 Seien I'1,I'y € TEnv und A C Id. I'y und I'y stimmen diberein auf A,
wenn gilt:

o AC dom(I'y)
o A C dom(I'y)
o Vid € A: T'1(id) = I'y(id)
In diesem Fall schreiben wir I'y =4 I's.

Lemma 2.4 Se: I'y,I's € TEnv. Dann gilt:
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(a) VACId,BCA: T =40y = [ =5 Iy
(b)) VAC Var : Ty =4 Ty = I'1=4T%
(c) VAC Id,id € Id, 7 € Type : T'y =4 Ty = I'1["/ia] =augay T2l /id
Beweis: Trivial. a

Zwischen den freien Bezeichnern eines Ausdrucks und den Eintrdgen in der Typum-
gebung eines Typurteils besteht offensichtlich ein elementarer Zusammenhang: In der
Typumgebung miissen zumindest Eintrage fiir alle frei vorkommenden Bezeichner des
Ausdrucks enthalten sein.

Lemma 2.5 (Typumgebungen und frei vorkommende Namen)
(a) VI' € TEnv,e € Exp,7 € Type : I' > e 2 7 = free (e) C dom (T')

(b) VI' € TEnv,r € Row,¢ € RType : ' > 1 2 ¢p = free (r) C dom (I)

Beweis: Wir fithren den Beweis durch simultane Induktion iiber die Lange der Herlei-
tung der Typurteile I' > e :: 7 und I' > 7 :: ¢ und Fallunterscheidung nach der zuletzt
angewandten Typregel. Dazu betrachten wir exemplarisch die folgenden Félle:

1.) I > object (self : 7) r end :: 7 mit Typregel (OBJECT) kann ausschliefilich
aus I'*["/se] > r 2 ¢ und 7 = (¢) folgen. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
free (r) € dom (I'*[7/sey]) und wegen dom (I'*[7/ser]) € dom (I') U {self} folgt
free (r) \ {self} C dom (T"). Vermoge Definition (Frei vorkommende Namen)
gilt folglich free (object (self : 7) r end) C dom (I').

2) T > {{a; =¢;="™)} : 7 mit Typregel (DUPL) kann nur aus I’ > self :: 7 und
'va; = AL > e fiiralles =1,...,n folgen. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt dann einerseits free (self) C dom ('), also insbesondere self € dom (T'), und
andererseits free (a;) € dom (I') und free (e;) € dom (I') fiwr ¢ = 1,...,n. Nach
Definition [2.5| folgt somit free ({{a; = e;='")}}) C dom (T').

Die restlichen Félle verlaufen analog. a

Insbesondere gilt, dass Ausdriicke, welche in einer Typumgebung I'* wohlgetypt sind,
keine freien Vorkommen von Attribut- oder Objektnamen enthalten kénnen, was nach-
folgend als Korollar formuliert ist:

Korollar 2.4 VI' € TEnv,e € Exzp,7 € Type : T* > e 7 = e € Exp*

Offensichtlich héngt der Typ eines Ausdrucks oder einer Reihe nur von den Typen
der frei vorkommenden Namen in der Typumgebung ab. Die iibrigen Eintrége in ei-
ner Typumgebung spielen fiir die Herleitung des Typurteils keine Rolle. Diese Aussage
formalisieren wir im néchsten Lemma:

Lemma 2.6 (Koinzidenzlemma fiir £?)

(a) VT'1,Ty € TEnv,e € Exp,7 € Type : Ty > e AT =free(e) [2 = Ta e
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(b) VI'\,T'y € TEnv,r € Row,¢ € RType : Ty > 1290 ATy =preen s = Toprg

D.h. Typumgebungen, die auf den frei vorkommenden Namen eines Ausdrucks oder einer
Reihe iibereinstimmen, sind bzgl. der Typurteile fiir diesen Ausdruck oder diese Reihe
austauschbar.

Beweis: Leicht durch simultane Induktion iiber die Lénge der Herleitung der Typurteile
I''>e::7und I'y > r :: ¢ zu beweisen, wobei jeweils nach der zuletzt angewandten Typre-
gel unterschieden wird. Fiir (ID) gilt die Behauptung trivialerweise wegen Definition[2.22]
Die Falle im Induktionsschritt folgen jeweils unmittelbar mit Induktionsvoraussetzung.O

Korollar 2.5
(a) VI' € TEnv,e € Exp,7 € Type : I" peuxT7 =T >enrT.
(b) ¥I' € TEnv,r € Row,¢ € RType : T* > r ¢ = L' > r: ¢,
Beweis: Folgt mit Lemma [2.5( unmittelbar aus dem Koinzidenzlemma. O

Weiterhin benétigen wir zwei Substitutionslemmata, die einen Zusammenhang zwi-
schen dem Eintragen in Typumgebungen und syntaktischer Substitution auf Ausdriicken
oder Reihen herstellen. Es sind zwei Substitutionslemmata notwendig, da — wie in Ab-
schnitt erlautert — die Substitution fiir self bereits Aspekte der Semantik enthélt.

Lemma 2.7 (Typurteile und Substitution) Sei id € Attribute U Var, T' € TEnwv,
7 € Type und e € Exp. Dann gilt:

(a) Ve' € Exp N7 € Type : T /| > € o7 AT et = Ty 7

(b) ¥r € Row : V¢ € RType : T[] >roAT* " >euT =T 7o
Beweis: Zunichst ist festzuhalten, dass vermoge Lemma die Substitution €'[?/;4]
bzw. r[¢/:4] stets definiert ist. Damit konnen wir dann den Beweis durch simultane In-
duktion {iber die Linge der Herleitung der Typurteile I'[7 /4] > € ©: 7 und I'[7 /4] > 7 22 @

mit Fallunterscheidung nach der zuletzt angewandten Typregel fiithren. Wir betrachten
dazu die folgenden Fille:

1.) T[" /i) > id’ :: 7" mit Typregel (ID)
Nach Voraussetzung gilt id’ € dom (T') und T'(id") = 7/.

Fiir id = id" gilt nach Definition m (Typumgebungen) 7 = 7. Nach Definition
der Substitution gilt weiter id'[°/,4] = e und aus free (¢) C dom (I'*) C dom (T')
folgt dann mit Lemma [2.6| (Koinzidenzlemma) T > id'[¢/ ;4] = 7.

Fiir id # id ist wegen Definition (Substitution) id'[®/;s] = 4d" und wegen
Definition folgt dann unmittelbar T' > 4d'[¢/;4] = 7.

2.) T["/ia] > e1 ey :: 7/ mit Typregel (APP)
Dann gilt nach Voraussetzung I'[" /4] > e1 2 77 — 7/ und I'[7/44] > €2 == 77, Mit

Induktionsvoraussetzung folgt

Coew ot — 1
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und
['>ep]/ia] oo 77,

mit Typregel (ApP) also I' > e1[°/a] €2[°/ia] =+ 7" und wegen Definition folgt
schliellich

U (e1e)]/ia = 7.

3.) I'["/ia] > Ax: 7€ o 7" — 7" mit Typregel (ABSTR)
Das Typurteil kann nur aus der Pramisse I'["/4][" /o] > € :: 7" folgen. Durch
gebundene Umbenennung lisst sich dann die Voraussetzung = ¢ {id} U free (e) fiir

die Substitution herstellen. Wegen x # id folgt dann I'[7 /][ /] > € = 7" und
nach Induktionsvoraussetzung gilt somit

L7 /L] o €] = 7"

Mit Typregel (ABSTR) folgt daraus I' > Az : 77.€/[°/i] == 77 — 7" und wegen
id & {id} U free (e) mit Definition [2.§| schlieBlich

Lo (Ae:7€)ia) 7 — 1",
Die iibrigen Félle verlaufen dhnlich zu den angegebenen. a

Die self-Substitution ist ein Spezialfall der allgemeinen Substitution und muss separat
betrachtet werden. Fiir den Fall der Substitution von self in Duplikationen wird die Rei-
heneinsetzung bendtigt (vgl. Definition . Entsprechend miissen wir zunéchst zeigen,
dass die Reiheneinsetzung typerhaltend ist.

Lemma 2.8 (Typurteile und Reiheneinsetzung) Sei I' € TEnv, r € Row,
¢ € RType, a € Attribute, 7 € Type und e € Exp. Dann gilt:

Foraoog AT*pr(a) st AT"bpent = Tor(®/,) o

Beweis: Wegen [ > e :: 7 ist nach Lemma (Typumgebungen und frei vorkommende
Namen) e € Ezp*, und wegen ['*>r(a) :: 7ist a € dom,, (r). Also ist die Reiheneinsetzung
r(°/4) gemiss den Voraussetzungen stets definiert. Damit konnen wir dann den Beweis
durch Induktion iiber die Struktur von r fithren. Wir beschrianken uns an dieser Stelle
darauf, zu zeigen, dass Reiheneinsetzung fiir Attributdeklarationen typerhaltend ist:

1.) Tpvalad =¢€'; 1 :: ¢ kann nur mit Typregel (ATTR) aus den Pramissen I* > ¢’ :: 7/

und I'[" /] > ' :: ¢ folgen. Es sind zwei Fille zu unterscheiden:

Fir a = o gilt (val ¢’ = ¢; 7")(a) = € und somit 7 = 7. Mit Typregel (ATTR)
folgt daraus I' > val @’ = e; 7’ :: ¢ und somit also I > (val @’ = €; 17"){(¢/,) : ¢
wegen Definition (Reiheneinsetzung).

Im Fall von a # d ist (val @’ = €';1")(°/,) = (val d’ = €;r'(°/,)) und somit
(val @’ = €; r')(a) = '(a). Wegen ([ /o])* = I'* folgt nach Induktionsvorausset-
zung T[7 /o] > 7'(¢/4) = ¢, mit Typregel (ATTR) also I' > val a’ = ¢'; 7'(°/,) = ¢
und mit Definition [2.7| schlieflich T > (val o’ = ¢€’; r')(¢/4) :: ¢.
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Fiir Methodendeklarationen ist die Behauptung einfach zu zeigen, und die leere Reihe
muss iiberhaupt nicht betrachtet werden, denn es gilt a € dom, (¢) = 0. O

Damit kénnen wir nun das Substitutionslemma fiir self formulieren, als letzten Bau-
stein zum Beweis des Preservation-Theorems. Im Gegensatz zum allgemeinen Substitu-
tionslemma (Lemma benotigen wir in diesem Fall mehr Pramissen, um zu zeigen,
dass die bei der self-Substitution unter Duplikationen erzeugten Objekte typgleich zu
den Duplikationen sind.

Lemma 2.9 (Typurteile und self-Substitution) Sei I' € TFEnv, self € Self,
7 € Type und r € Row. Dann qilt:

(a) Wenn fir e € Exp und 7" € Type
1. [ fsep] > e 7,
2. T* > object (self : 7) r end :: T und
3. Ya € dom (') N Attribute, 7, € Type : T* > r(a) =7, & I'> a7,

gilt, dann gilt auch T > e[oPiect (selfir) mend /)70 7/,

(b) Wenn fir v’ € Row und ¢ € RType
1. L[ ser] > 7' 22 9,
2. I'" > object (self : 7) r & r' end :: 7 und
3. Ya € dom (I') N Attribute, 7, € Type : T* > r(a) =7, & I'> a7,
gilt, dann gilt auch T > '[oPiect (selfir) r&r’end /1. )

Die ersten beiden Préamissen entsprechen jeweils den Voraussetzungen, die auch fiir das
allgemeine Substitutionslemma bendtigt werden, wobei im zweiten Fall die Reihe " Suf-
fix der Reihe des zu substituierenden Objekts sein muss. Die dritte Pramisse bestimmt,
dass alle in der Typumgebung vorhandenen Attributnamen in der Reihe des Objekts vor-
kommen und die in der Typumgebung eingetragenen Typen sich auch fiir die Ausdriicke
der Attribute herleiten lassen miissen.

Beweis: Wegen Lemma gilt wieder, dass die Substitution stets definiert ist. Den
Beweis fithren wir wie iiblich durch simultane Induktion iiber die Lange der Herleitung
der Typurteile I'[7/se] > € :2 7/ und I'[/se] > 7" i1 ¢ mit Fallunterscheidung nach der
zuletzt angewandten Typregel. Dazu betrachten wir exemplarisch die folgenden Félle:

1) T'["/ser] > id :: 7/ mit (ID).
Nach Voraussetzung gilt id € dom (I'["/sey]) und I'[7/se](id) = 7. Dann sind zwei
Fille zu unterscheiden.
Fiir id = self ist id[oPiect(self:r) rend/ ] — object (self : 7) r end und 7 = 7'
Also gilt I'* » gd[ebiect(sefir) mend/ ] 7/ und wegen Lemma ebenfalls
> Z‘d[object (self:r) r end/self] ol
Fiir id # self ist id[oPiect(seliir) mend ) .1 — id und insbesondere self & free (id).
Es folgt unmittelbar ' i jg[oPiect (selfim) rend /1. 7/,
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2.) T'[7/serr] > €1 ez =2 7 mit (APP).

Nach Voraussetzung gilt I'["/se] > €1 2 77 — 7 und [ /5] > €2 = 7", und
mit Induktionsvoraussetzung folgt I' > e [obiect (self:r) r end serf] o 7" — 7' und
[ > eg[obiect(selfir) rend /1 oo 7 Mit Typregel (APP) und Definition folgt
daraus T > (61 62)[object (self:T) r end/self] o

3.) T /serr] > {{a; = &;"=*")} :: 7/ mit (DuPL).

Wir schreiben 6 fiir object (self : 7) r end. Nach Voraussetzung gilt dann
L[7/ser] > self =2 7', also 7 = 7/, sowie I'["/se] > a; == 7 und T'[7 /se] > €; 2 73
firi =1,...,n. ' > object (self : 7) r end :: T andererseits kann nur mit Typre-
gel (OBJECT) aus Préamissen der Form I'™*[7 /] > r 2 ¢ und 7 = (¢) folgen.

Dann gilt I' > €;[°/sey] :: 7; nach Induktionsvoraussetzung fiir alle i = 1,...,n.

Seien nun 1, ..., x, & free (r)UJ;_, free (e;). Dann folgt mit n-facher Anwendung
von Lemmaaus D[/ seir ][ /2] & i o i und T*[7 /2] > a; o 7 fiivallei = 1,...,n,
sowie T*[7/sey] [T /2] & 7 it @, dass T*[/sey|[7 /2] & 7(%/a,) =1 12 ¢ gilt.

Wegen Self NAttribute = 0, T*[7/z] = (U[7/z])* und 7 = {¢) folgt dann mit Typregel
(OBJECT) I'[7 /2] > object (self : 7) r(*i/,,)='" end :: 7, also mit Typregel (LET)
[ > let & = €[°/ ] inobject (self : 7) r(*/,,) =" end :: 7.

Die restlichen Falle verlaufen ahnlich. O

Nun kénnen wir endlich daran gehen, das Preservation-Theorem zu formulieren, um
so die erste Voraussetzung fiir die Typsicherheit der Programmiersprache £ zu sichern:
Die Wohlgetyptheit und der Typ eines Ausdrucks oder einer Reihe bleibt iiber small
steps hinweg erhalten. Oder anders ausgedriickt: Wenn sich fiir einen Ausdruck e in
einer Typumgebung I der Typ 7 herleiten lasst, und fiir diesen Ausdruck ein small step
e — €' existiert, dann ldsst sich auch fiir ¢’ in der Typumgebung I der Typ 7 herleiten.

Satz 2.4 (Typerhaltung, ,,Preservation®)
(a) ¥T' € TEnv : Ve, e’ € Exp V7€ Type: " et Ne—e = "> T

(b) VI' € TEnv :Vr,r" € Row :¥¢p € RType : '>rp Ar—1r' = o1’ ¢

Wir wahlen I'* statt I, da die Substitution nur definiert ist, wenn e € Fxp*, also " >e :: 7.
Fir (SEND-UNFOLD) und (SEND-ATTR) wird dies bereits durch die entsprechenden
Typregeln sichergestellt. Aber fiir (LET-EXEC), (BETA-V) und (UNFOLD) wire das
Preservation-Theorem andernfalls nicht zu beweisen. Dies entspricht der iiblichen Vor-
gehensweise, beliebige freie Variablen im Ausdruck zuzulassen (vgl. [RV9S, S. 7], [Pie02,
S. 106]).

Beweis: Die Behauptung beweisen wir durch simultane Induktion iiber die Lénge der
Herleitung der small steps e — ¢’ und r — 1/, wobei wir lediglich die folgenden Félle
betrachten:
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1.) opning — op!(ny,ny) mit (OP).

Dann ist zu unterscheiden zwischen arithmetischen und relationalen Operatoren.
Sei also op € {+,—,*}, dann gilt nach Voraussetzung I'* > opnins :: int und
insbesondere op :: int — int — int wegen (AopP). Folglich ist op’(ny,ns) € Int,
und es gilt T* > op’(ny,ny) :: int.

Sei andererseits op € {<, >, <, >, =}. Nach Voraussetzung gilt I'* > op ny ns :: bool
und insbesondere op :: int — int — bool wegen (RoP). Dann muss also gelten
op!(ni,ny) € Bool und somit I'* > op!(ny,ny) :: bool.

2.) (Ax:71.e)v — e[’/,] mit (BETA-V).

I > (Ax : 7.e)v :: 7" kann nur mit Typregel (APpP) aus Préamissen der Form
oo 7und I'™ > Ax : 7.e : 7 — 7 folgen. Letzteres kann wiederum nur
mit Typregel (ABSTR) aus I'*[7/,] > e :: 7/ folgen. Mit Lemma folgt daraus
schliesslich I'* > e["/,] = 7.

3.) e1e2 — €] eo mit (APP-LEFT) aus e; — €.

'™ > eg ep :: 7 kann nur mit Typregel (APP) aus I* > ey i 7/ und I™ > ey i 7/ — 7
folgen. Nach Induktionsvoraussetzung gilt I'* > €} :: 7/ — 7 und mit Typregel
(App) folgt dann I'* > €] ey 2 7.

4.) val a =e; r — val a = €’; r mit (ATTR-EVAL) aus e — €.

I'>val a = e;r 1 ¢ kann nur mit Typregel (ATTR) aus Pramissen der Form
I >e:7und I'"/,] > r :: ¢ folgen. Nach Induktionsvoraussetzung gilt also
I > ¢ :: 7, und somit wegen (ATTR) ' > val a = ¢€'; 1 :: ¢.

5.) (val a = v; w)#m — w["/]#m mit (SEND-ATTR).

I'* > (val @ = v; w)#m = 7 kann ausschliellich mit Typregel (SEND’) aus
I'*>wval a = v;w : (m : 7; ¢) folgen. Dies wiederum kann nur mit Typregel
(ATTR) aus Priamissen der Form (I'™)* > v :: 7/ und T*[7 /o] > w 2 (m : 7; ¢) folgen.
Wegen Lemma gilt dann I'™ > w[V/,] == (m : 7; ¢) und mit Typregel (SEND")
folgt schlieBlich I'™ > w["/4|#m == T.

6.) (method m = e; w)#m — e mit (SEND-EXEC).

I'* > (method m = e; w)#m :: 7 kann wieder nur mit Typregel (SEND’) aus

' > method m = ¢; w :: (m: 7; ) ® ¢ folgen. Dies kann nur mit Typregel (METHOD)
aus Pramissen der Form [ > e :: 7 und I'* > w :: ¢ folgen. Die erste Pramisse sichert
somit die Typerhaltung.

Die iibrigen Fille verlaufen analog. O
Korollar 2.6 Ve,e' € Exp:V7 € Type : [|pexT Ne—e = [|pe T

Zum Beweis der Typsicherheit bleibt dann abschliefend noch zu zeigen, dass abge-
schlossene, wohlgetypte Ausdriicke entweder bereits Werte sind oder sich weiter aus-
werten lassen, das sogenannte Progress-Theorem. Hierzu formulieren wir zunéchst ein
Canonical Forms Lemma, welches, basierend auf dem Typ eines abgeschlossenen, wohl-
getypten Wertes, Riickschluss auf die Form des Wertes ermoglicht.
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Lemma 2.10 (Canonical Forms)
(a) Fir alle v e Val mit [] > v ::int gilt v € Int.

(b) Fiir alle v € Val mit [| > v 27 — 7' gilt genau eine der folgenden Aussagen:
1. ve Op
2. v=opuv; mit op € Op und vy € Val
3. v=>A:7.e mitx € Var und e € Exp.

(¢) Fir alle v € Val mit [] > v :: (¢) gilt v = object (self : (¢)) w end.
Beweis: Trivial. O

Satz 2.5 (Existenz des Ubergangsschritts, »Progress®)
(a) Ve € Exp,7 € Type : [|pexT = (e€ Val vV Je' € Exp:e — ¢)

(b) VI' € TEnv,r € Row,¢ € RType : T >r::¢ = (r € RVal V 3r' € Row : r — 1’)

Wie bereits angedeutet, besagt dieser Satz, dass ein abgeschlossener, wohlgetypter
Ausdruck entweder bereits ein Wert ist, oder fiir diesen Ausdruck ein small step exis-
tiert. Wegen Lemma (Werte und small steps) ist auch klar, dass sich diese beiden
Alternativen gegenseitig ausschlielen.

Entsprechendes gilt fiir Reihen, wobei hier allerdings keine Abgeschlossenheit fiir die
Reihe gefordert wird, sondern lediglich keine freien Variablen. Im Beweis wird im Fall
von Objekten klar, warum der Satz sonst nicht zu beweisen wére.

Beweis: Wir fiihren den Beweis durch simultane Induktion iiber die Struktur von e und
r, mit Fallunterscheidung nach der Form von e und r. Wir betrachten exemplarisch die
folgenden Félle:

1.) Fiir alle Konstanten ¢ gilt ¢ € Val.

2.) Fiir Namen id existiert kein 7 mit [] > id :: 7.

)
)
3.) Fiir Abstraktionen \id : 7.¢’ gilt (Aid : 7€) € Val.
4.)

Fiir Applikationen e; e kann [] > e €5 :: 7 nur mit Typregel (APP) aus Pramissen
der Form [| > ey :: 7/ — 7 und [] > ey :: 7/ folgen.

Wenn e; ¢ Val, dann existiert nach Induktionsvoraussetzung ein €| mit e; — €.
Folglich existiert mit Regel (APP-LEFT) ein small step e; eo — €] es.

Andererseits existiert fiir e; € Val,es ¢ Val nach Induktionsvoraussetzung ein e
mit e; — €5, und somit ein small step e; eo — €7 €, mit Regel (APP-RIGHT).

Es bleibt der Fall e, es € Val. Wegen [] > e; :: 7 — 7 sind gemiB Lemma die

folgenden drei Fille zu unterscheiden.

1.) Fiir e; € Op ist eg e5 € Val.
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2.) Fiir e; = op vy ist offensichtlich, dass op nur vom Typ int — int — int oder
int — int — bool sein kann. Mit dem Canonical Forms Lemma (Lemma2.10])
folgt aus []> vy :: int und []>eq :: int, dass vy, eo € Int gilt, und somit existiert
ein small step op vy ea — op’(vy, e5) mit Regel (OP).

3.) Fiir e; = Az : 75.€] existiert ein small step (Ax : 75.€]) ea — €][°*/.] mit Regel
(BETA-V), da nach Voraussetzung ey € Val.

5.) Fur Methodenaufrufe e#m kann [] > e#m :: 7/ nur mit Typregel (SEND) aus
[]>e:7mit 7= (m:7'; ¢) folgen.
Fiir e € Val existiert nach Induktionsvoraussetzung ein €’ mit e — €', und somit
ein small step e#m — €/#m mit Regel (SEND-EVAL).

Fiir e € Val gilt nach Lemma e = object (self : 7) w end. Somit existiert ein
small step object (self : 7) w end#m — w[oPiect(selfir) wend/ T mit Regel
(SEND-UNFOLD).

6.) Fiir Objekte object (self : 7) r end kann [| > object (self : 7) r end :: 7 aus-
schlieBlich mit Typregel (OBJECT) aus Pramissen der Form [self : 7] > r 1 ¢ und
T = (¢) folgen.

Nach Induktionsvoraussetzung gilt also entweder r € RVal oder es existiert ein
r" € Row mit r — 7’. Im ersten Fall ist dann das Objekt selbst schon ein Wert, im
zweiten Fall existiert ein small step mit Regel (OBJECT-EVAL).

Die restlichen Fille verlaufen analog. O

Wie zuvor bereits erwéhnt, folgt dann aus der Typerhaltung und der Existenz des
Ubergangsschrittes die Typsicherheit der Programmiersprache £!. Entsprechend gilt der
folgende Satz:

Satz 2.6 (Typsicherheit, ,,Safety*) Wenn [| > e :: 7, dann bleibt die Berechnung fiir
e nicht stecken.

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt. Sei dazu angenommen, die Berechnung fiir e
bleibe stecken. Dann ist die Berechnung von der Form e = ¢y — ... — e, mit e, /4
und e,, ¢ Val fiir ein n > 0. Wegen []| > e :: 7 folgt mit Satz (Preservation) induktiv
[] > e 7 fiirallei =1,...,n. Also gilt insbesondere []| > e, :: 7, aber e, ¢ Val und
en 7. Dies steht im Widerspruch zu Satz (Progress). O

Korollar 2.7 Sei e € Exp und 7 € Type. Wenn [| > e = 7, dann gilt genau eine der
folgenden Aussagen.

(a) Es existiert ein v € Val mit e = v.
(b) Die Berechnung von e divergiert.

Da wir abgeschlossene, wohlgetypte Ausdriicke auch als Programme bezeichnen, kénn-
ten wir die Aussage des vorangegangenen Satzes auch durch den Slogan

Die Berechnung fiir ein Programm bleibt nicht stecken

ausdriicken (engl.: well typed programs don’t go wrong).
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Im vorangegangenen Kapitel wurde eine einfache objekt-orientierte Programmiersprache
eingefiihrt, basierend auf den Grundlagen einer einfach getypten, funktionalen Program-
miersprache. In diesem Kapitel betrachten wir die Erweiterung dieser Programmierspra-
che um ein fundamentales, objekt-orientiertes Konzept: Subtyping.

Subtyping ist eines der Schliisselkonzepte der objekt-orientierten Denkweise, obwohl es
in den meisten gingigen Programmiersprachen nicht in Reinform, sondern nur gekoppelt
an andere Konzepte wie Vererbung auftritt. In der Literatur, insbesondere im Bereich der
Softwaretechnik, wird Subtyping oft als subtype polymorphism oder einfach polymorphism
bezeichnet, obwohl letztere Bezeichnung eigentlich falsch ist, da es sich beim Subtyping
lediglich um eine mogliche Form der Polymorphie handeltf]

Wir werden in diesem Kapitel Subtyping als eigenstéindiges Konzept untersuchen. Da-
zu ibertragen wir die in [Pie02, S. 182ff] fiir eine funktionale Programmiersprache mit
Records beschriebenen Uberlegungen auf die im vorherigen Kapitel eingefithrte Program-
miersprache L.

3.1 Motivation

Das Typsystem der Programmiersprache £! ist erwiesenermaflen typsicher, d.h. es iden-
tifiziert alle Programme, deren Berechnung stecken bleiben wiirde. Andererseits lehnt
es dariiber hinaus aber auch noch viele Programme ab, deren Berechnung nicht stecken
bleiben wiirde. Betrachten wir beispielsweise die folgende Funktion:

send,, = Ao : (m :int).o#m + 1

Offensichtlich sendet diese Funktion dem Objekt, welches fiir den formalen Parameter
eingesetzt wird, die Nachricht m und addiert eins auf das Ergebnis des Methodenaufrufs.
Rein semantisch konnte diese Funktion auf jedes Objekt angewendet werden, welches
eine Methode m besitzt, die einen ganzzahligen Wert als Ergebnis liefert.

Aus Sicht des Typsystems jedoch, kann die Funktion send,, ausschliellich auf Objekte
angewendet werden, die exakt eine Methode names m vom Typ int besitzen. Beispiels-
weise lédsst sich fiir den Ausdruck

send,, (object (self : (m : int;n : bool)) method m = 1; method n = true; end)

im Typsystem der Sprache L kein Typ herleiten. Das Typsystem schrinkt demzufolge
die Programmiersprache dadurch unnétig ein, dass die Funktion send,,, nur auf Objekte
eines bestimmten Typs anwendbar ist. Tatséchlich kann send,, jedoch auf Objekte un-
terschiedlicher Typen angewandt werden, ohne dass die Berechnung stecken bleibt. Dies
sind genau diejenigen Objekte, welche eine Methode m vom Typ int besitzen.

1[Pie02, S. 340f] beschreibt unterschiedliche Formen von Polymorphie.
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Das Typsystem sollte also vorsehen, dass fiir die Funktion send,,, neben dem offensicht-
lichen Typ (m : int) — int auch der Typ (m : int;n : bool) — int hergeleitet werden
kann. Alternativ sollte man fiir das Objekt neben dem Typ (m : int;n : bool) auch den
Typ (m : int) herleiten kénnen. Ein Typsystem, welches vorsieht, dass fiir den gleichen
Ausdruck unterschiedliche Typen herleitbar sind, bezeichnet man als polymorph.

Die grundsétzliche Idee an dieser Stelle ist wie folgt: Die Funktion send,, ist auf jedes
Objekt anwendbar, welches sich ,, mindestens so gut“ verhélt, wie ein Objekt, welches
eine Methode m besitzt, die einen ganzzahligen Wert liefert (oder divergiert). Diese Art
der Polymorphie wird als Subtyp-Polymorphie bezeichnet.

3.2 Die Subtyprelation

In diesem Abschnitt definieren wir eine sogenannte Subtyprelation, welche genau die
Paare (7,7') enthilt, fiir die gilt, dass sich ein Ausdruck vom Typ 7 in jedem Kontext
,mindestens so gut* verhéilt, wie ein Ausdruck vom Typ 7’.

Um zu entscheiden, ob ein Objekt anstelle eines Objekts anderen Typs verwendet
werden kann, wird in den géngigen Programmiersprachen wie Java oder C++4 die sich aus
dem Subclassing ergebende Vererbungshierarchie benutzt (vgl. Kapitel . Nach [AC96,
S.17f] beschrénkt sich die Definition der Subtyprelation dann auf die einfache Regel:

Ist ¢ eine Subklasse von ¢, und o eine Instanz von ¢/, dann ist o' ebenfalls
eine Instanz von c.

Fiir reines Subtyping auf Objekttypen, ohne Vererbung, ist diese Regel jedoch ungeeig-
net, insbesondere, da diese Regel fiir structural typing nicht anwendbar ist. Stattdessen
verwenden wir in diesem Dokument das sogenannte structural subtyping, bei dem Sub-
typing dynamisch auf der Struktur der Typen entschieden wird, statt durch Typnamen
in einer statischen (Vererbungs-)Hierarchie (vgl. [AC96] S.25ff]).

Definition 3.1 (Subtyping Regeln) Die Subtyprelation < ist die kleinste Relation
auf Type x Type, die sich mit den folgenden Regeln herleiten l&sst:

(S-REFL) T<T
1< Ty Tp < T3
-TRA
(S-TRANS) —
(S-ARROW) ST MmST
T — T < T =T,
(S-OBJ-WIDTH) (mq : T1;. . Mpak : Tnak) < (M 2 T15 .03 My 2 Ty)
(S-OBJ-DEPTH) n<tifiri=1,...,n
(my 7y mp cTp) < (my 7). my, T

Eine Formel der Gestalt 71 < 7 liest man als ,,7; ist Subtyp von 7“ oder ,, 7y ist kleiner
als 7. ,Kleiner bedeutet in diesem Zusammenhang, dass 7, mehr Typinformationen
enthélt als 7. Intuitiv heift das, dass an jeder Stelle, an der ein Ausdruck vom Typ 7
erwartet wird, auch ein Ausdruck vom Typ 7 eingesetzt werden kann.
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Diese Tatsache ist insbesondere bei Objekttypen sofort ersichtlich, denn ein kleine-
rer Objekttyp enthélt nach Regel (S-OBJ-WIDTH), der sogenannten Breitenregel, min-
destens alle Methoden des grofieren Typs, sowie beliebig viele weitere. Die Tiefenregel
(S-OBJ-DEPTH) besagt dariiber hinaus, dass auch die Typen der einzelnen Methoden
kleiner sein kénnen.

Zu beachten ist weiterhin, dass vermoge Regel (S-ARROW) die Subtyprelation fiir
Funktionstypen kontravariant auf den Parametertypen und kovariant in den Ergebnis-
typen ist. Dies entspricht der intuitiven Sichtweise, die im vorangegangenen Abschnitt
dargestellt wurde. Weiterhin zu beachten ist, dass im Gegensatz zu Java oder C++
zwischen primitiven Typen kein Subtyping definiert ist?]

Betrachtet man diese Definition der Subtyping-Regeln, so ist unmittelbar ersichtlich,
dass die Subtyprelation selbst reflexiv und transitiv ist. Offensichtlich gilt dariiber hinaus,
dass die Subtyprelation auch antisymmetrisch ist, und es sich dementsprechend um eine
Halbordnung auf der Menge der Typen handelt.

Lemma 3.1 (Ordnungseigenschaften der Subtyprelation)
(a) V11,70 € Type : 11 < o AT < T4 = T4 =Ty
(b) (Type, <) ist eine partielle Ordnung.
(c) (Type, <) ist keine totale Ordnung.

Beweis: Trivial. O

Bevor wir nun zur zentralen Aussage dieses Abschnittes kommen, dem sogenannten
Subtyping-Lemma, betrachten wir zunéchst noch einige weitere Eigenschaften der Sub-
typrelation.

Lemma 3.2 (Maximale und minimale Typen)
(a) V7 € Type, € {bool,int,unit} : 7 < gV <7 =7=0
(b) Y7 € Type : () <17 = 7= )
Beweis: Trivial. O

Im Wesentlichen besagt das Lemma, dass Basistypen beziiglich der Subtyprelation
sowohl maximal als auch minimal sind, denn es existiert weder ein gréflerer noch ein
kleinerer Typ. Des Weiteren ist der leere Objekttyp maximal. Wir werden dieses Lemma
benutzen, um nachfolgend eine Verallgemeinerung, das bereits angesprochene Subtyping-
Lemma, zu beweisen.

Das Subtyping-Lemma beschreibt eine alternative Charakterisierung der Subtyprela-
tion und erlaubt einen vereinfachten Umgang mit der Subtyprelation, so dass in den
nachfolgenden Beweisen die Regel (S-TRANS), die ja an keine bestimmte syntaktische
Form eines Typs gebunden ist, nicht stédndig beriicksichtigt werden muss.

Lemma 3.3 (Subtyping-Lemma) 7 < 7’ gilt genau dann, wenn eine der folgenden
Aussagen zutrifft:

2In Java gilt beispielsweise long < int < short < byte.
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(a) T=1
(b) T=11 > 1 und 7 =1 = 7 mit | <1 und 7o < 7

(¢) T=(my:m;...;mg:Tk) und 7 = (my T ... my 7)) mit
{my, . ..,m} S{ma, ... my} und 7 <7 fir alle i, j € N mit m; = m)

Das heifit, zwei Typen stehen genau dann in Subtyprelation zueinander, wenn entweder
die beiden Typen gleich sind, oder beides Funktionstypen sind, wobei die Typen der
Parameter kontravariant und die Ergebnistypen kovariant in Relation stehen, oder es
sind Objekttypen, von denen der kleinere mindestens soviele Methoden enthélt wie der
grofere und die Typen der gemeinsamen Methoden kovariant in Relation stehen.

Beweis:

,=" Induktion iiber die Lénge der Herleitung von 7 < 7/ und Fallunterscheidung nach
der zuletzt angewandten Regel.

1.) 7 < 7' mit Regel (S-REFL), dann gilt 7 = 7.

2.) 7 < 7’ mit Regel (S-TRANS), dann existiert ein 7" mit 7 < 7”7 und 7 < 7.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt jeweils eine der Aussagen des Lemmas fiir
7 < 7”7 und 7 < 7. Durch Fallunterscheidung nach der Form von 7" zeigen
wir, dass dann auch fiir 7 < 7’ eine der Aussagen gilt:

1.) Fur 7 € {bool, int, unit} folgt nach Lemma r=17"=171.

2) Fir 7 =7 — 7 muss 7 =71 — mund 7 = 7] — 7 gelten. O.B.d.A.
gilt dann 77 < 7, o < 7, 71 < 7' und 77 < 75. Mit Regel (S-TRANS)
folgt unmittelbar 7{ < 73 und 75 < 7.

3.) Der Fall 7 = (my : 71;...;m, : 7,) verlduft analog.

3.) 7 < 7’ mit Regel (S-ARROW), dann ist 7 =77 — 7 und 7/ = 7 — 75 und es
gilt 7 <7 und 7 < 7.

4.) 7 < 7' mit (S-OBJ-WIDTH) kann nur aus 7 = (my : 715 ... Mytk © Tnrk) und
7= {(my : 1y;...;my T, folgen, und es gilt {mq,...,m,} C{my, ..., myix}
Mit Regel (S-REFL) folgt dariiber hinaus 7; < 7, fiiri = 1,...,n.

5.) 7 < 7/ mit (S-OBJ-DEPTH) kann nur mit 7 = (my : 7y;...;m, : 7,) und
= (my:T;...imy 7)) aus ; < 1) fir i = 1,...,n folgen. Offensichtlich

gilt {mq,...,mp} C {mq,...,m,}.

»,<="“ Fiir diese Richtung geniigt es zu zeigen, dass sich fiir die im Lemma angegebenen
Falle die Aussage 7 < 7' mit den Regeln fiirs Subtyping aus den Bedingungen
herleiten lasst, was aus ziemlich offensichtlichen Griinden der Fall ist. O
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3.3 Die Sprache L5

Nachdem im vorangegangenen Abschnitt die Subtyprelation vorgestellt worden ist und
einige wichtige Eigenschaften bewiesen wurden, wenden wir uns in diesem Abschnitt
der Frage zu, wie Subtyping in eine typsichere objekt-orientierte Programmiersprache
eingebaut werden kann. Fiir structural typing existieren dazu heute im Wesentlichen
zwei Ansétze:

e Beim impliziten Subtyping wird wéhrend der Typiiberpriifung mit der Subsumption-
Regel — sofern notwendig — automatisch zu einem grofleren Typ iibergegangen. Die
Syntax und Semantik der Programmiersprache bleiben dabei unangetastet.

e Beim expliziten Subtyping hingegen ist der Programmierer dafiir verantwortlich,
durch sogenannte coercions im Programmtext, einen Ubergang zu einem Supertyp
durchzufiihren.

Das implizite Subtyping ist sowohl in der Theorie als auch in den géngigen objekt-
orientierten Programmiersprache wie Java oder C++ am weitesten verbreitet. Allerdings
kommt in Java oder C++ neben dem impliziten Subtyping auch explizites Subtyping in
Form von Cast-Operatoren zum Einsatz, die jedoch in der Regel nicht (statisch) typsi-
cher sind. Die einzige heutzutage im praktischen Einsatz befindliche objekt-orientierte
Programmiersprache, welche ausschlielich explizites Subtyping benutzt, ist O’Caml.

In diesem Abschnitt werden wir die Programmiersprache £! aus dem vorangegangen
Kapitel um Subsumption zur Sprache £5* erweitern und den Aspekt der Typsicherheit
dieser Programmiersprache betrachtenf] Die Syntax und Semantik der Programmierspra-
che £5“* stimmen mit der Programmiersprache £! iiberein, es kommt lediglich eine neue
Typregel hinzu.

Definition 3.2 (Giiltige Typurteile fiir £5*%) Ein Typurteil der Form I'> e :: 7 oder
['>7 :: ¢ heifit giiltig fiir £5%°, wenn es sich mit den Typregeln von £! (aus Definition [2.20)
sowie der Subsumption-Regel

I'beur 77

(SUBSUME) Ep—

herleiten lasst.

Es ist leicht zu sehen, dass durch die Hinzunahme der (SUBSUME)-Regel die Typein-
deutigkeit verloren geht. Betrachten wir dazu beispielsweise den folgenden Ausdruck.

object (self : (m :int)) method m = 1; end

Nur mit den Typregeln der Sprache L ldsst sich fiir diesen Ausdruck in der leeren
Typumgebung der Objekttyp (m : int) wie folgt herleiten.

3In Abschnitt betrachten wir kurz eine Erweiterung der Programmiersprache £! um explizites
Subtyping.
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INT
1:int EMPTY
C
ont [self : (m :int; 0)] > 1 :: int [self : (m :int; 0)] > € ()
METHOD ; .
[self : (m :int; 0)] > method m = 1; € :: (m : int; ()
OBJECT

[] > object (self : (m : int; )) method m = 1; € end :: (m : int; 0)

Andererseits lasst sich fiir den gleichen Ausdruck in der gleichen Typumgebung ebenfalls
der leere Objekttyp () herleiten, durch Anwenden der (SUBSUME)-Regel im Anschluss
an die obige Herleitung des Objekttyps.

: S-OBJ-WIDTH
[] > object...end :: (m : int; () (m :int; 0) < (D)
[] > object (self : (m : int; )) method m = 1; € end :: (D)

OBJECT

SUBSUME

Vergleicht man die (SUBSUME)-Regel mit den bisherigen Typregeln, so wird auch sofort
die Ursache dieser Uneindeutigkeit offensichtlich. Bisher waren Typregeln eineindeutig
mit der syntaktischen Form eines Ausdrucks verkniipft, zum Beispiel war (App) die
einzige auf Applikationen anwendbare Regel und ebenso war (ApPP) ausschlielich auf
Applikationen anwendbar.

Im Typsystem der Sprache £5** kann nun aber unabhiingig von der syntaktischen
Form des Ausdrucks immer entweder die aus der Sprache L! geerbte Typregel oder
die (SUBSUME)-Regel angewandt werden, wie an den beiden Typherleitungen fiir den
Ausdruck object (self : (m : int)) method m = 1; end gut zu ersehen ist. Wir werden
spater auf das Thema Typeindeutigkeit in einer Sprache mit Subtyping eingehen. Fiir
den Augenblick halten wir lediglich fest, dass die Typeindeutigkeit in der Sprache £3%
nicht gilt.

3.3.1 Typsicherheit

Wir wollen nun fiir die Sprache £5*, dhnlich wie zuvor fiir die Sprache L!, zeigen, dass
die Berechnung eines wohlgetypten, abgeschlossenen Ausdrucks nicht stecken bleiben
kann. Dazu iiberzeugen wir uns zunéchst davon, dass dies nicht trivialerweise aus der
Typsicherheit der Programmiersprache £! folgt, indem wir einen Ausdruck suchen, der
in £5“0 wohlgetypt ist, nicht aber in £!. Betrachten wir dazu die Funktion

Ao : (m :int).o#m,

die ein Objekt mit einer Methode m von Typ int als Parameter erwartet und diesem
Objekt die Nachricht m sendet. Fiir diese Funktion lésst sich in beiden Typsystemen in
der leeren Typumgebung der Typ (m : int) — int wie folgt herleiten:

Ip
[0: (m:int)] > o :: (m : int)
SEND - -
[0: (m :int)] > o#m :: int
ABSTR

[] > Xo: (m:int).o#m :: (m :int) — int
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Betrachten wir weiterhin das Objekt
object (self : (m : int;n : int)) method m = 1; method n = 2; end,

welches zwei Methoden vom Typ int bereitstellt. Mit den Typregeln von L£! ldsst sich
hierfiir offensichtlich der Typ (m : int;n : int) herleiten. Geméafi der Typeindeutigkeit
der Sprache L! sind dies die einzigen Typen, die sich mit den Typregeln von L! fiir diese
beiden Ausdriicke herleiten lassen.

Nennen wir nun die Funktion f,, und das Objekt obj und betrachten den folgenden
Ausdruck ]

fm 0bj

Sei I' = [f,n : (m : int) — int,0bj : (m : int;n : int)] die Typumgebung, in der ein
Typ fiir den Ausdruck bestimmt werden soll. Betrachten wir zunéchst eine mogliche
Typherleitung in der Sprache L.

ID ID
A L'> fp:(m:int) — int ['> obj :: (m:int;n : int)
PP
I'> f,,0bj ::

Die Typregel (App) fordert (m : int) = (m : int;n : int), ein Widerspruch. Also kann fiir
diesen Ausdruck kein Typ hergeleitet werden. Im Typsystem der Sprache £5*° hingegen
ldsst sich ein Typ fiir diesen Ausdruck herleiten. Hierzu existieren fiir diesen speziellen
Ausdruck grundsatzlich zwei Moglichkeiten den Widerspruch aufzuheben:

(a) den Typ von f,, anpassen zu (m : int;n : int) — int,
(b) oder den Typ von obj anpassen zu (m : int).

Die Typanpassung erfolgt mit der (SUBSUME)-Regel und den entsprechenden Subtyping-
Regeln. Wir betrachten dazu exemplarisch den ersten Fall.

S-OBJ-WIDTH S-REFL
D (m :int;n : int) < (m : int) int < int
. . . : . . —— S-ARROW
I'> fo o (m:int) — int (m :int) — int < (m : int;n : int) — int
SUBSUME

I'> fm(m:int;n:int) — int

Nach dieser Typanpassung sind die Voraussetzungen fiir die Typregel (App) erfiillt und
fiir den Gesamtausdruck ldsst sich somit der Typ int herleiten.

Anhand des vorangegangenen Beispiels haben wir gesehen, dass im Typsystem der
Sprache £5* mehr wohlgetypte Ausdriicke existieren als im Typsystem der Sprache Lf.
Somit kénnen also die Ergebnisse iiber die Typsicherheit von £! nicht einfach auf £5*°
iibertragen werden, sondern es miissen teilweise neue Uberlegungen fiir die Sprache mit
Subtyping angestellt werden.

4Streng genommen miissten wir dafiir let-Ausdriicke benutzen, der Ubersichtlichkeit wegen vermeiden
wir dies jedoch an dieser Stelle.
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Hierzu betrachten wir zunéchst die fiir den Beweis der Typerhaltung notwendigen
Lemmata aus Kapitel [2| fiir die Sprache £50. Die Aussagen der Lemmata wurden bereits
fiir £! entsprechend geschickt gewiihlt, so dass diese iibernommen werden kénnen. In
den Beweisen muss nun zusitzlich zu den Typregeln fiir die Programmiersprache £ die
(SUBSUME)-Regel betrachtet werden.

Lemma 3.4 (Typumgebungen und frei vorkommende Namen)
(a) VT' € TEnv,e € Exp,7 € Type : ' > e 7 = free(e) C dom (I)
(b) ¥I' € TEnv,r € Row,¢ € RType : T' > r :: ¢ = free (r) C dom (I

Beweis: Wie zuvor erfolgt der Beweis durch simultane Induktion iiber die Lénge der
Typherleitungen. Der neue Fall der (SUBSUME)-Regel folgt unmittelbar nach Indukti-
onsvoraussetzung. O

Ebenso leicht ldsst sich das Koinzidenzlemma der Programmiersprache £/ (Lemma [2.6)
fiir die neue Programmiersprache mit Subsumption verallgemeinern:

Lemma 3.5 (Koinzidenzlemma fiir £5%?)
(a) VI'1,Ty € TEnv,e € Exp,7 € Type : I'1 > e T AT =gy 2 = Top et
(b) VI'\,T'y € TEnv,r € Row,¢ € Rlype : T'1 > 1290 ATy =preen s = Toprg

Beweis: Hier ist ebenfalls nur der neue Fall fiir die (SUBSUME)-Regel zu betrachten, in
dem die Behauptung unmittelbar mit Induktionsvoraussetzung folgt. Die {ibrigen Félle
sind wie zuvor bereits durch den Beweis des Lemmas fiir die Programmiersprache £!
(siehe Lemma abgedeckt. O

Lemma 3.6 (Typurteile und Substitution) Sei id € Attribute U Var, I' € TEnwv,
T € Type und e € Exp. Dann qilt:

(a) Ve' € Exp N1 € Type : U7 [l > € o T AT* > et = T[T

(b) ¥r € Row :¥Yp € RType : I'["/q] b r o ANT* et = T r[/q o
Beweis: Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis von Lemma fiir die Sprache

L!, wobei ein neuer Fall fiir die (SUBSUME)-Regel hinzukommt, der allerdings direkt mit
Induktionsvoraussetzung folgt. O

Lemma 3.7 (Typurteile und self-Substitution) Sei I' € TEnv, self € Self,
7 € Type und r € Row. Dann gilt:
(a) Wenn fir e € Exp und 7 € Type
1. T/ sey) > €07,
2. I'* > object (self : 7) r end :: 7 und
3. Ya € dom (I') N Attribute, 7, € Type : T* > r(a) =7, & I'>auT,
Tl

gilt, dann gilt auch T > e[oPiect(selfir) rend /]
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(b) Wenn fir " € Row und ¢ € RType
1. T [se] > 1" 2 9,
2. I'" > object (self : 7) r &' end :: 7 und
3. Ya € dom (I') N Attribute, 7, € Type : T* > r(a) =1, & I'>aT,
gilt, dann gilt auch T i p/[oPIect (self:r) r&rend /1 gy

Beweis: Identisch zum Beweis von Lemma[2.9] mit einem neuen Fall fiir die Subsumption-
Regel, der wiederum direkt mit der Induktionsvoraussetzung folgt. a

Zum Beweis der Preservation fiir die Programmiersprache £5%° benétigen wir neben den
bisherigen Lemmata noch ein weiteres Lemma, das sogenannte Inversion-Lemma. Dieses
Lemma erlaubt es uns im Folgenden, aus Typurteilen auf die Pramissen zu schlieflen,
ohne jedesmal die (SUBSUME)-Regel explizit zu beriicksichtigen. Wir beschrinken uns
dabei auf die Aussagen, die wir im Beweis der Preservation- und Progress-Sétze benutzen
werden, statt das Lemma in seiner allgemeinsten Form anzugeben.

Lemma 3.8 (Umkehrung der Typrelation)

(a) Wenn I" > op == 7, dann gilt 7 = int — int — int fir op € {+,—,*} oder
7 =int — int — bool fir op € {<,>,<, >, =}.

(b) Wenn ' > Az :m.e 1 — 7o, dann gilt U[™ /] > e und 71 < 1.
(c) Wenn T > ejeg 7, dann gilt T' > ep 1) — 7, T > eyt und 7 < 75,

(d) Wenn T > object (self : 7) r end :: 7/, dann gilt T*["/sey] > 7 2 ¢, T = {(¢) und
T <7

Beweis: Die Beweise erfolgen jeweils durch vollsténdige Induktion {iber die Linge der
Herleitung des Typurteils und Fallunterscheidung nach der zuletzt angewandten Typre-
gel. Hierbei kommen jeweils nur zwei Typregeln in Frage.

(a) Das Typurteil I'> op :: 7 kann nur mit einer der Typregeln (CONST) oder (SUBSUME)
hergeleitet worden sein. Fiir (CONST) kommen dabei nur (Aop) und (RoP) in Fra-
ge, und da primitive Typen nur dann in Subtyprelation stehen konnen, wenn sie
gleich sind, folgt unmittelbar die Behauptung.

(b) Zur Herleitung des Typurteils I' > Az : 7y.e :: 7] — 75 kommen nur die Typregeln
(ABSTR) und (SUBSUME) in Frage.

1.) Falls zuletzt die (ABSTR)-Regel angewandt worden ist, gilt nach Vorausset-
zung I'[™/,] > e it 7p und 7| = 7. Mit Subtyping-Regel (S-REFL) folgt dann
T < Ty

2.) FurI' > Az : my.e = 7{ — 7 mit (SUBSUME) existiert nach Voraussetzung ein
7" € Type mit I' > Az : m.e 2 77 und 7”7 < 71 — 7. Geméfl dem Subtyping-
Lemma (3.3)) existieren somit 7y, 7 € Type mit 7"’ = 7 — 7, 71 < 7/ und
8 <. FurI' > Az : m.e o 1) — 73 folgt dann mit Induktionsvoraussetzung
L[/ > e und 77 < 7. Aus 7{ < 77 und 77 < 7 folgt mit Subtyping-
Regel (S-TRANS) 71 < 71, und wegen I'["/,] > e = 7 und 7/ < 7 folgt
schlieBlich mit Typregel (SUBSUME) I'["/,] > e :: To.



3 Subtyping o4

(c) Das Typurteil I' > ey e5 :: 7 kann ausschlieSlich mit Typregel (ApP) oder Typre-
gel (SUBSUME) hergeleitet worden sein. Im Fall von (App) folgt die Behauptung
direkt aus den Pramissen, im Fall von (SUBSUME) unmittelbar mit Induktionsvor-
aussetzung.

(d) Das Typurteil I' > object (self : 7) r end :: 7/ kann nur mit (OBJECT) oder
(SUBSUME) hergeleitet worden sein. Die Behauptung folgt dann analog zu den
vorangegangenen Féllen. O

Damit kénnen wir nun den Typerhaltungssatz fiir die Programmiersprache £ for-
mulieren und beweisen. Die Formulierung des Satzes entspricht exakt der bereits fiir die
Programmiersprache £! benutzten Formulierung, allerdings bedingt die Hinzunahme der
(SUBSUME)-Regel eine andere Vorgehensweise beim Beweis des Satzes.

Satz 3.1 (Typerhaltung, ,,Preservation®)
(a) VI' € TEnv :Ve,e € Exp : N7 € Type : T* pexT ANe—e = I"pe T

(b) ¥I' € TEnv :Vr,r' € Row : V¢ € RType : T rop Ar—1r = oo

Beweis: Fiir die Programmiersprache £ wurde die Typerhaltung durch simultane In-
duktion iiber die Lénge der Herleitung der small steps und Fallunterscheidung nach der
zuletzt angewandten small step Regel bewiesen. Damit war der Beweis sehr einfach, denn
fiir jeden Ausdruck und jede Reihe war jeweils hochstens eine Typregel anwendbar, und
der Typ war — so er denn existierte — eindeutig bestimmt.

Durch Hinzunahme der Subsumption-Regel ist diese Eindeutigkeit verloren gegangen.
In der Programmiersprache £5“* kann auf jede syntaktische Form eines Ausdrucks ent-
weder die Typregel, deren conclusio gerade diese syntaktische Form aufweist, oder die
(SUBSUME)-Regel angewandt werden. Entsprechend muss die Struktur des Beweises fiir
die Sprache mit Subsumption gedndert werden.

Wir fiihren also den Beweis durch simultane Induktion iiber die Linge der Herleitung
der Typurteile ' > e :: 7 und I' > r :: ¢, mit Fallunterscheidung nach der letzten Typregel
in der Herleitung. Wir betrachten lediglich die folgenden Félle:

1.) I'* > e :: 7 mit (SUBSUME) kann nur aus Prémissen der Form I'* > e :: 7/ und
7/ < 7 folgen. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann I'* > € :: 7/, und mit
Typregel (SUBSUME) folgt schlielich T > e :: 7.

2.) T > ey ey :: 7 mit Typregel (APP) kann nur aus Pramissen der Form I'™* > ey 2 75 —
7 und I'* > ey :: 75 folgen. Der small step e; e; — €' kann nur mit einer der Regeln
(ApP-LEFT), (APP-RIGHT), (OP) oder (BETA-V) hergeleitet worden sein.

1.) Im Fall von (APP-LEFT) gilt ¢’ = €] ey, und es existiert ein small step e; — €.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt I'* > €] :: 79 — 7, und mit Typregel (ApP)
folgt daraus I'* > e} ey 11 7.

2.) e ea — € mit (APP-RIGHT) kann nur aus e; — ¢ und €’ = e; €, folgen. Mit
Induktionsvoraussetzung folgt I'* > e, :: 75 und mit Typregel (APP) somit
g lolg 2 ypreg
[*>ejelyT.
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3.)

Fiir e; e — ¢’ mit Regel (OP) muss e; = opny mit op € Op, n; € Int und
es = ny € Int gelten. Weiterhin ist €/ = op?! (n1,n2). Dann ist zu unterscheiden
zwischen arithmetischen und relationalen Operatoren. Hierbei ist zu beachten,
dass geméfl Lemma Anwendungen der (SUBSUME)-Regel im Folgenden
ignoriert werden koénnen.

Sei also op € {+, —,*}, so gilt nach Voraussetzung I'* > opnjny :: int und
insbesondere op :: int — int — int wegen (AoP). Also ist op’(ny,ny) € Int,
und es gilt T* > op!(ny,ny) :: int.

Sei andererseits op € {<,>,<,> =}. Es gilt I'" > opniny :: bool nach
Voraussetzung und insbesondere op :: int — int — bool wegen (Ropr).
Dann muss also gelten op!(n1,ny) € Bool und somit I'™* > op!(ny, ny) :: bool.

Falls e; e — €’ mit (BETA-V) hergeleitet worden ist, so gilt e; = Az : 75.€],
ey € Val und €' = €}[*2/,]. Nach Lemmagﬂt *[2/,] > € mund 7 < 75
Aus I'* b ey it 75 und 7 < 75 folgt mit Typregel (SUBSUME) [™* > ey i1 75,
und nach Lemma [3.6| gilt dann ™ & €;[¢2/,] :: 7 wegen [*[2/,] & €} :: 7 und
I* > vy 7).

3.) Fir I'* > ey#m :: 7 mit Typregel (SEND) gilt I'™* > e; = (m : 7; () nach Vor-
aussetzung. Der small step e;#m — ¢ kann entweder mit (SEND-EVAL) oder
(SEND-UNFOLD) hergeleitet worden sein:

1)

2.)

Im Fall von (SEND-EVAL) existiert ein €] € Ezp mit ¢/ = ¢{#m und ein small
step e; — €}. Nach Induktionsvoraussetzung gilt I'™* > €} :: (m : 7; 0), und mit
Typregel (SEND) folgt I'* > ej#m :: T.

ei#m — € mit (SEND-UNFOLD) andererseits bedingt e; = object (self :
7') w end sowie ¢/ = w[obiect (self:) wend /1 also gilt insbesondere I'™* >
object (self : 7) w end :: (m : 7; ¢).

Nach Lemma existiert ein ¢’ € RType mit (I*)*[" /soy] > w 2 ¢, 7/ = (¢')
und (¢') < (m : 7; ¢). Mit Typregel (OBJECT) folgt I'* > object (self :
7') w end :: 7" wegen (F*)*[T//Self] >w: ¢ und 7 = (¢).

Aufgrund von dom (I'*) N Attribute = ) folgt somit wegen Lemma >
wloPect (self:T') wend /T -0 ¢/ Wegen (¢/) < (m : T; ¢) existieren nach Lem-
ma [3.3|¢” € RType und 7" € Type, so dass gilt ¢' = (m : 7"; ¢") mit 7/ < 7.
Also folgt mit Typregel (SEND’) ['* > [obiect (selfir) weend /1y o 77 und
wegen 77 < 7 schlieBlich T* » [obiect (self:r) wend /1 oo 7 mit Typregel
(SUBSUME).

4.) T* > w#m = 7 mit Typregel (SEND’) kann nur aus I'* > w 1 (m : 7; ¢) folgen.
Der small step w#m — ¢’ wiederum kann nur mit einer der Regeln (SEND-ATTR),
(SEND-SKIP) oder (SEND-EXEC) hergeleitet worden sein.

1)

Fir w#m — € mit (SEND-ATTR) muss gelten w = (val ¢ = v; ') und
¢ =W/, also I > val a = v; W 2 (m : 7; ¢). Dieses Typurteil wiederum
kann nur mit Typregel (ATTR) aus Pramissen der Form (I'* =)* > v :: 7/ und
L[ /a > (m: 7; ¢) folgen. Nach Lemmafolgt o> w/a] o (m 75 @)
und mit Typregel (SEND’) somit I['* > W'["/,]#m :: 7.
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Die Beweise fiir (SEND-SKIP) und (SEND-EXEC) sind ebenfalls identisch zu dem
Beweis der Preservation fiir die Programmiersprache Lf.

Die iibrigen Fille verlaufen analog, wobei jeweils auch das Lemma (Umkehrung der
Typrelation) um die notwendigen Aussagen zu erweitern ist. O

Damit ist nun sichergestellt, dass die Wohlgetyptheit — und insbesondere der konkrete
Typ — auch fiir die Programmiersprache £5*° wihrend eines small steps erhalten bleibt.
Fiir die Typsicherheit bleibt dann noch die Existenz des Ubergangsschritts — das soge-
nannte Progress-Theorem — zu zeigen. Dazu beginnen wir — wie bereits im Beweis des
Satzes fiir L) — mit einem Canonical Forms Lemma, welches Aussagen iiber die mogli-
chen Formen von abgeschlossenen Werten bestimmter Typen macht. Wir beschrénken
uns dhnlich wie bei £! auf die Aussagen des Lemmas, die wir im darauf folgenden Beweis
des Progress-Theorems benutzen werden.

Lemma 3.9 (Canonical Forms)
(a) Fir alle v € Val mit [] > v ::int gilt v € Int.

(b) Fiir alle v € Val mit [| > v :: 1 — 79 gilt genau eine der folgenden Aussagen:
1. ve Op
2. v=opvs mit op € Op und vy € Val
3. v=Ar:T1{.e mitx e Var, 7{ € Type und e € Ezp.

(¢) Fiir alle v € Val mit [| > v :: (¢) gilt v = object (self : (¢')) w end.

Beweis: Die Beweise erfolgen jeweils durch Induktion iiber die Lange der Herleitung
der Typurteile mit Fallunterscheidung nach der zuletzt angewandten Typregel. Konkret
sind dabei in jedem Fall die syntaktisch passende Typregel und die (SUBSUME)-Regel zu
betrachten. O

Satz 3.2 (Existenz des Ubergangsschritts, »Progress®)
(a) Ve € Exp,7 € Type : [|pexT = (e€ Val V 3¢’ € Exp : e — )

(b) VT' € TEnv,r € Row,¢ € RType : Tt >r::¢p = (r € RVal V I’ € Row : r — 1’)

Beweis: Wie bereits fiir die Programmiersprache £ erfolgt der Beweis des Satzes durch
simultane Induktion iiber die Liange der Herleitung der Typurteile [] > e :: 7 und
't > r :: ¢, allerdings mit Fallunterscheidung nach der zuletzt angewandten Typre-
gel, statt Fallunterscheidung nach der syntaktischen Form von e und r. Der Beweis ist
im Wesentlichen gleich, da das Canonical Forms Lemma bereits die meisten durch Sub-
sumption hinzukommenden Sonderfélle abdeckt.

1.) [] > e 7 mit (SUBSUME) kann ausschliefllich aus [] > e :: 7/ mit 7/ < 7 folgen. Die
Aussage folgt dann mit Induktionsvoraussetzung aus [] > e :: 7/,
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2.) Das Typurteil [] > ejep 2 7 mit Typregel (APP) bedingt [] > e 2 79 — 7 und
[] > eg :: 7o. Weiterhin ist nach der Art der Teilausdriicke ey, e zu unterscheiden.

Wenn e; ¢ Val, dann existiert nach Induktionsvoraussetzung ein €], € FEzp mit
e; — €. Also existiert fiir e; e5 ein small step e; e; — €] e mit Regel (APP-LEFT).

Entsprechendes gilt fiir den Fall e; € Val und e; ¢ Val. Dann existiert ein small
step mit Regel (APP-RIGHT).

Es bleibt noch der Fall e1,es € Val zu betrachten. Wegen [] > e; :: 79 — 7 sind
geméB dem Canonical Forms Lemma (3.9)) fiir e; drei Félle zu unterscheiden.

1.) Wenn e; € Op, dann gilt e; e; € Val nach Definition (Werte und Reihen-

werte).

2.) Ist e; = opvy fiir op € Op und vy, € Val, so folgt aus [| > opvy = 79 — 7
mit Lemma 3.8 [] > op 2 7{ = 7o — 7, [] > v1 = 77 und 73 < 7{. Ebenfalls
mit Lemma 3.8 folgt aus [] > op :: 71 — 7o — 7, dass 7{ = int und 75 = int
gelten muss. Nach Lemma [3.2] gilt somit 71 = int, das heifit [] > v; :: int und
[] > ey :: int. Daraus folgt mit Lemma v1, €9 € Int, also existiert ein small
step op vy ey — op!(vy, e2) mit Regel (OP).

3.) Fiir e; = Az : 7.€] existiert ein small step (A\x : 75.€}) ea — €][°?/,] mit Regel
(BETA-V), da nach Voraussetzung ey € Val.

3.) Fiir [| > e;#m :: 7 mit Typregel (SEND) muss gelten [] > e; 2 (m : 7; ¢), und nach
Induktionsvoraussetzung gilt entweder e; € Val oder es existiert ein €] € Ezp mit
er — €.

Falls e; € Val, so gilt nach Lemma e; = object (self : (¢)) w end, und es
existiert ein small step object (self : (¢)) w end#m — w[®/sr]#m mit Regel
(SEND-UNFOLD).

Anderenfalls existiert ein small step e;#m — €]#m mit Regel (SEND-EVAL).

Die restlichen Falle verlaufen ahnlich. O

Satz 3.3 (Typsicherheit, ,,Safety*) Wenn [] > e :: 7, dann bleibt die Berechnung fiir
e nicht stecken.

Beweis: Folgt analog wie fiir £ aus den Preservation- und Progress-Sétzen. a

3.4 Minimal Typing

Nach dem Beweis der Typsicherheit der Programmiersprache £5%° im vorangegangenen
Abschnitt wollen wir nun auf die Frage der Typeindeutigkeit zuriickkommen. Wir haben
bereits gesehen, dass das Typsystem nach Hinzunahme der Subsumption-Regel nicht
mehr deterministisch ist. Wiahrend fiir die Sprache £ ein einfacher Algorithmus zur
Typiiberpriifung existiert, der durch Riickwértsanwendung von Typregeln versucht, einen
Typ herzuleiten, ist dies fiir die Sprache £“* nicht mehr méoglich.
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Neben der (SUBSUME)-Regel existiert noch ein weiteres Hindernis fiir eine einfache
algorithmische Umsetzung: Das Regelwerk fiir die Subtyprelation ist ebenfalls nicht de-
terministisch, denn auf jede Formel der Gestalt 7 < 7' ist stets die (S-TRANS)-Regel
und hiufig zumindest eine weitere Regel anwendbar.

In diesem Abschnitt wollen wir versuchen, ein deterministisches Regelwerk fiir die
Typiiberpriifung einer Sprache mit Subtyping anzugeben, welches dquivalent zum Typsys-
tem der Sprache £ ist.

3.4.1 Die Subtyprelation <,,

Nach dem Subtyping-Lemma (Lemma enthélt die Subtyprelation < nur Paare von
Typen, deren syntaktische Form iibereinstimmt. Das bedeutet, ein Funktionstyp kann
nur in Relation zu einem anderen Funktionstyp stehen, aber niemals zu einem Objekttyp
oder einem primitiven Typ. Im Folgenden definieren wir, basierend auf dieser Uberlegung,
die Relation <,, und zeigen anschlieffend, dass die Relationen < und <,,, iibereinstimmen

(vgl. dazu Definition [3.1] fiir die Relation <).

Definition 3.3 (Subtyping-Regeln fiirs Minimal Typing) Die Subtyprelation <,,
ist die kleinste Relation auf Type x Type, die unter Anwendung der folgenden Regeln
abgeschlossen ist:

(SM-REFL) B <, B fiir alle § € {bool, int, unit}

/ /
T <m Tt To<;, T
(SM-ArrOwW) —L=mol Z=m o2

T — Ty <pn T| = To

7 < 7, fiir alle 4, j mit m; = m/
. . . . [ N . -
(my Ty my s Te) < (M 2T my T

falls {m/,....,mj} C{my,...,my}

(SM-OBJECT)

Intutiv ist klar, dass geméfl Lemma die Relationen < und <,,, identisch sind. Der
wesentliche Unterschied besteht in der Regel (SM-REFL), die nun auf primitive Typen
eingeschrankt worden ist, und in der Regel (SM-OBJECT), die eine Kombination der
vorherigen Regeln (S-TRANS), (S-OBJ-DEPTH) und (S-OBJ-WIDTH) darstellt.

Um den Beweis der Gleichheit der beiden Relationen < und <, zu erleichtern, zeigen
wir zunéchst, dass die Relation <,,, transitiv ist:

Lemma 3.10 V7,5, 73 € Type : 11 <;y 7o A T <;n T3 = 71 <y T3

Beweis: Der Beweis erfolgt durch simultane Induktion iiber die Lénge der Herleitungen
von 11 <,, T und 7 <, 73 und Fallunterscheidung nach der syntaktischen Form von 5.

1.) » € {bool,int, unit} bedingt, dass 3 <,, 72 und 75 <,,, 73 mit Regel (SM-REFL)

folgen miissen, also 71 = 7 = 73. Daraus wiederum folgt unmittelbar = <, 73 mit
Regel (SM-REFL).

2) Fir , = 75 — 74 kénnen 71 <,,, 75 und 7 <,, 73 nur Regel (SM-ARROW)
hergeleitet worden sein. Also ist 74 = 71 — 71 und 73 = 74 — 74, und es gilt
Ty < T, T <mn 19, T4 <m 75 und 7/ <, 7. Nach Induktionsvoraussetzung
folgt daraus 74 <, 7 und 77 <,, 74, und mit Regel (SM-ARROW) schlieflich
T =1 < T, = T4
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3.) Der Fall 7, = (¢) verlduft entsprechend, wobei dann 7 <,, 7 und 7 <,, 73 nur
mit Regel (SM-OBJECT) folgen konnen. O

Satz 3.4 Vi, € Type : 11 <,, o & 71 <7y

Beweis:

»=" Diesen Teil des Beweises fithren wir durch vollstdndige Induktion iiber die Lange
der Herleitung von 11 <,,, 75 und Fallunterscheidung nach der zuletzt angewandten
Regel.

1.)
2.)

3.)

Im Fall von 71 <,,, 7o mit Regel (SM-REFL) muss gelten 7 = 75. Also folgt
71 < 75 mit (S-REFL).

Fiir (SM-ARROW) folgt die Behauptung sofort mit Induktionsvoraussetzung,
da die (SM-ARROW)-Regel identisch ist mit der (S-ARROW)-Regel.

Der (SM-OBJECT)-Fall folgt ebenso leicht mit Induktionsvoraussetzung und
Lemma [3.3] (Subtyping-Lemma).

»,<=" Diese Richtung beweisen wir entsprechend mittels vollstdndiger Induktion iiber die
Liange der Herleitung von 7, < 75 und Fallunterscheidung nach der letzten Regel
in der Herleitung.

1)

71 < 7o mit (S-REFL) kann nur aus 73 = 7 folgen. Dann ist nach der syntak-
tischen Form von 77 zu unterscheiden.

Fiir 7, € {bool,int, unit} folgt unmittelbar 7 <,, 7 mit Regel (SM-REFL).

Wenn 71 = 71 — 77, dann gilt 7{ < 7] und 7" < 77" wegen (S-REFL), mit
Induktionsvoraussetzung folgt daraus 7| <,, 71 und 7' <,, 77, und mit Regel
(SM-ARROW) schlieflich 7{ — 7/ <,, 71 — 71/

Bleibt noch der Fall 4 = (my : 7{;...;m, : 7,) zu betrachten. Wegen
(S-REFL) gilt wieder 7; < 7{ fiir @ = 1,...,n und nach Induktionsvoraus-
setzung gilt somit 71 <, 7y fir i = 1,...,n. Mit Regel (SM-OBJECT) folgt
daraus (mq : 74;...5my 2 7)) <p (mq 7] ...;my, o 7)), denn trivialerweise

gilt {mq,...,my} C{mqy,...,m,}.

Fir ; < 7 mit (S-ARROW) folgt die Behauptung unmittelbar aus der In-
duktionsvoraussetzung mit Regel (SM-ARROW).

Wenn 77 < 75 mit Regel (S-TRANS) hergeleitet worden ist, existiert nach
Voraussetzung ein 73 mit 3 < 73 und 73 < 75. Daraus folgt mit Indukti-
onsvoraussetzung 7, <,, 73 und 73 <,, T», und somit 7 <,, 73 wegen der
Transitivitéit von <,, (Lemma [3.10).

Falls andererseits 71 < 75 mit Regel (S-OBJ-WIDTH) hergeleitet wurde, so
muss gelten 7 = (my : T(;. .3 Mpgp ¢ Ty und = (my T My, 1 Th).
Es gilt also insbesondere {mi,...,m,} € {ms,..., My}, und weiterhin
7/ <7/ fiir i = 1,...,n wegen (S-REFL). Daraus folgt mit Induktionsvoraus-
setzung 77 <,, 7/ fiir ¢ = 1,...,n, und schlieBlicht mit Regel (SM-OBJECT)

(M s Mg Thyg) S (M 1T sy 2 T).
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5.) Fiir m < 75 mit Regel (S-OBJ-DEPTH) folgt die Behauptung ebenso problem-
los mit (SM-OBJECT) aus der Induktionsvoraussetzung. O

Aufgrund dieses Ergebnisses miissen wir nicht linger zwischen < und <,,, unterscheiden,
sondern konnen wahlweise die Regeln aus Definition oder Definition benutzen,
um Aussagen der Gestalt 7 < 75 herzuleiten.

Basierend auf dem neuen Regelwerk aus Definition ldsst sich nun ein einfacher
Entscheidungsalgorithmus formulieren, der fiir zwei Typen 71,75 € Type iiberpriift, ob
T1 S T gllt

Algorithmus 3.1 (Entscheidungsalgorithmus fiir die Subtyprelation) Der Algo-
rithmus erhéalt als Eingabe zwei Typen 7,7 € Type und liefert ,ja“, falls 7 < 77/ gilt,
sonst ,,nein‘.

1. Wenn 7,7’ € {bool, int, unit} und 7 = 7/, dann Antwort ,ja“.

2. Wenn 7 = 7y — 7 und 7 = 7{ — 75, dann iberpriife rekursiv, ob 71 < 77 und
Ty < 7o gelten.

3. Wenn 7 = (my : 7q;...;my 2 1) und 7 = (m} : 7{;...;m) : T/) ist, wobei
{m},...,m} € {my,...,my}, dann iberpriife rekursiv, ob 7, < 7; fiir alle 4,
mit m; = m’; gilt.

4. In allen anderen Féllen ist die Antwort ,,nein“.

Offensichtlich ist der Algorithmus korrekt. Ebenso offensichtlich ist, dass der Algorithmus
fiir jede Eingabe terminiert, es sich also tatséchlich um einen Entscheidungsalgorithmus
fiir die Subtyprelation handelt, da ein rekursiver Schritt immer nur mit kleineren Typen
durchgefiihrt wird.

3.4.2 Die Sprache L}

Um ein deterministisches Typsystem zu erhalten, miissen nun noch die Typregeln ange-
passt werden. Dabei ist darauf zu achten, dass fiir jede syntaktische Form eines Ausdrucks
wieder nur genau eine Typregel anwendbar ist.

Im Fall der (CoND)-Regel stellt sich hier dann die Frage, wie der gemeinsame Obertyp
fiir die Teilausdriicke e; und e, in deterministischer Weise zu finden ist. Die einfachste
Losung besteht darin, stets den kleinsten gemeinsamen Obertyp zu wihlen, das soge-
nannte Supremum.

Definition 3.4 (Suprema und Infima)

(a) Das Supremum 7 V 7’ zweier Typen 7,7’ € Type ist wie folgt induktiv definiert:

BV = pfiralle 8 € {bool, int, unit}

=1Vt =1 = (A1) — (V1)
(mq 7. my s Ty)
V(my cr oo oomyp o) = (mf Tl ooml 1))
mit {m7,...,m!'} ={mq,...,m} N {ml,...,mj}

"no__ ! £ N
und 7 = 7; V 7] fir m; = mj = m;
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(b) Das Infimum 7 A 7’ zweier Typen 7,7’ € Type ist induktiv definiert durch:

AP = pfiralle 8 € {bool,int, unit}

=T AT =1 = (V1) = (AT
(my @7 my s Tx)
ANmycrsoooomyaty = (mf oo o ml Tl
mit {m7,...,ml} ={my,... . m} U{m], ..., m}}

und 7/ = 7; A 7] filr m; = my = m/;

Insbesondere ist das Supremum zweier inkompatibler Typen undefiniert. Beispielswei-
se existiert kein Supremum fiir int und (m : bool). Da die Typen der Parameter fiir
Funktionstypen kontravariant in Typrelation zueinander stehen, bendétigt man zusétz-
lich zum Begriff des Supremums auch noch den Begriff des Infimums, also den grofiten
gemeinsamen Untertyp.

Lemma 3.11 Seien 11,75 € Type. Dann gilt:
(a) Wenn 11 V 1y ezistiert, dann gilt 1 < 11V 79 und 79 < 71 V To.

(b) Wenn 1 A 1o existiert, dann gilt 7y Ao < 11 und 71 A 173 < To.
Beweis: Folgt unmittelbar aus Definition [3.4] (Suprema und Infima). O

Offensichtlich existiert fiir zwei kompatible Typen stets ein Supremum, welches wie-
derum Subtyp eines bekannten Typs ist. Das folgende Lemma formalisiert diesen Sach-
verhalt:

Lemma 3.12 Seien 7,717,790 € Type. Wenn 7 < 7 und 7 < 7, dann existiert ein Typ
VT mitm Vi <T.

Beweis: Trivial. O

Wir geben nun Typregeln fiir das Minimal Typing an, mit denen sich giiltige Typurteile
'y, e o 7und T >y, 7 0 ¢ herleiten lassen. Allerdings beschranken wir uns dabei
auf Typherleitungen fiir Ausdriicke, die der Programmierer benutzen kann, d.h. es wird
insbesondere keine Typherleitung fiir Ausdriicke der Form w#m geben.

Dahinter steckt folgende Uberlegung: Typurteile fiir diese speziellen Ausdriicke werden
lediglich zum Beweis der Typsicherheit mit Hilfe des Kalkiils benotigt. Fiir das Minimal
Typing werden wir aber Typsicherheit nicht explizit zeigen, sondern lediglich beweisen,
dass der Kalkiil korrekt ist beziiglich des Typsystems von £5% und somit die Typsi-
cherheit der Sprache £™ aus der Typsicherheit der Sprache £5% folgt. Das bedeutet, wir
kénnen uns beim Minimal Typing auf die Ausdriicke beschrénken, die der Programmierer
im Quelltext notieren kann.

Basierend auf diesen Uberlegungen kénnen wir nun die Regeln fiir den Minimal Typing
Kalkiil definieren. Dazu iibernehmen wir im Wesentlichen die Typregeln der Program-
miersprache £5%°, mit Ausnahme der (SUBSUME)-Regel, und erweitern die Regeln (APP),
(REC), (ConD), (DuPL) und (METHOD) um Subsumption.
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Definition 3.5 (Giiltige Typurteile fiir £7*) Ein Typurteil der Form I' o, e = 7
oder I' >, 7 :: ¢ heiflt giiltig fiir L], wenn es sich mit den Typregeln fiir die funktionale
Kernsprache

(Ip) >y, id o7 falls id € dom (I) AT (id) = 1
cuT
(ConsT) I'>,,cuT

Popeumy—1 Ibenmn n<T1
| R N
U[7/s] et
', \e :7e7— 1
I/ bment <71
I'p,, recr:71e::7

(APP-SUBSUME)

(ABSTR)

(REC-SUBSUME)

Copoernm T[] bmoeam
', letx =¢jiney 1 1

(LET)

', eg:bool I'p,,eqm Iy, 690 m

COND-SUBSUME -
( ) I' >, ifegthene; elseey :: 71 V 1y

den folgenden Typregeln fiir Objekte
[y e (m:T; o)
I'>, e#tm 7

DT sey] P 7220 7= ()
[' >, object (self : 7) rend:: 7

(SEND)

(OBJECT)

Doy, self o Yi=1...n:TUpp a0 Al Dy, e 01 AT <13
Loy {{(ag=e1;..5a, =€)} 0 T

(DUPL-SUBSUME)

sowie den folgenden Typregeln fiir Reihen

(EMPTY) | L
M opext T[T/ omrd
I'>, vala=e;r ¢
Doy self i{imer;¢f) Topent Doprineg <71
I >, method m=c¢; 7 (m:7;0) D¢

(ATTR)

(METHOD-SUBSUME)
herleiten lasst.

Die Idee hinter diesem Regelwerk ist, dass man Anwendungen von (SUBSUME) in
vielen Féllen ans Ende einer Herleitung verschieben kann. Dann kann man auch auf die
Anwendung von (SUBSUME) verzichten, da diese nur den Typ vergrofiern wiirde.

An einigen Stellen, insbesondere bei (APP) und (COND) jedoch kénnen Anwendungen
der Subsumption-Regel nicht verschoben werden. Bei (ApPP) muss der Typ des Argu-
ments zum Typ des Parameters der Funktion passen, entsprechend muss es moglich sein,
entweder den Typ der Funktion oder den Typ des Arguments zuvor durch (SUBSUME)
anzupassen. Diese Idee kann aber direkt in die (APP)-Regel integriert werden, so dass,
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falls notwendig, eine Typanpassung des Arguments erfolgt. Entsprechend bestimmt die
Regel (APP-SUBSUME) zunéchst die Typen der Teilausdriicke und priift anschliefend,
ob der Typ des Arguments kleiner als — also ,,mindestens so gut“ wie — der Parametertyp
der Funktion ist.

Im Fall der (COND)-Regel existiert das bereits angesprochene Problem, dass fiir die
Teilausdriicke e; und ey ein gemeinsamer Typ 7 gefunden werden muss. Die einfachste
Losung an dieser Stelle, die durch die Regel (COND-SUBSUME) realisiert wird, ist, den
kleinsten gemeinsamen Obertyp der Typen, die zuvor fiir die Teilausdriicke bestimmt
wurden, zu wihlen. Dabei gilt zu beachten, dass (COND-SUBSUME) nur anwendbar ist,
wenn das Supremum der beiden Typen existiert. In der Implementation eines Type-
checkers auf Basis des Minimal Typing bedeutet dies, dass, falls die Typen inkompatibel
sind, der Programmierer mit einer entsprechenden Fehlermeldung behelligt werden muss.

Wir wollen nun zeigen, dass der Minimal Typing Kalkiil aus Definition korrekt ist,
also dass die Typrelation der Programmiersprache L)' eine Teilmenge der Typrelation
von L5 ist. Anders ausgedriickt bedeutet das: Wenn sich mit den Regeln von £ fiir
einen Ausdruck e in einer Typumgebung I' ein Typ 7 herleiten lésst, so ldsst sich auch
mit den Regeln von £5* der gleiche Typ 7 herleiten (und entsprechend fiir Reihen).

Satz 3.5 (Korrektheit des Minimal Typing)
(a) ¥T' € TEnv,e € Exp,7 € Type :T' >y e = I'>enT

(b) ¥I' € TEnv,r € Row,¢ € RType : I'>pyrip = I'prug

Intuitiv sollte im Wesentlichen schon klar sein, dass dieser Satz gilt. Wir betrachten
daher im folgenden Beweis lediglich die Herleitungen, die mit der Anwendung einer der
fiinf gedinderten Regeln enden.

Beweis: Wie iiblich fithren wir den Beweis durch simultane Induktion iiber die Lange
der Herleitungen der Typurteile I' >, € :: 7 und I' >, r :: ¢, und Fallunterscheidung
nach der zuletzt angewandten Typregel (aus dem Minimal Typing Kalkiil). Wie bereits
erwahnt, betrachten wir lediglich die interessanten Félle.

1.) ' by, e1es o 7 mit Typregel (APP-SUBSUME) kann nur aus Pramissen der Form
LCopoep ity — 7,0 by oeg 1o und 75 < 75 folgen. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt also I' > ey :: 7, — 7 und I' > ey i1 79, woraus sich das Typurteil I' > ey ey i1 7
wie folgt herleiten lésst:

. /
IF'veim To < Ty

SUBSUME
App

C>e my—T L oeyimy

I'vee T

/

2.) I' >y, recx @ 7e :: 7 mit Typregel (REC-SUBSUME) bedingt I'[7/,] by e =t 7T
und 7" < 7. Mit Induktionsvoraussetzung folgt daraus I'["/,] > e :: 7/, und die
Behauptung lasst sich folgendermafien herleiten:
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3.)

I/ >ext T <r
[/ penr

I'>recx:7e::r

SUBSUME

REC

Fir I' >, ifegthene; elsee; :: 71 V 7 gilt nach Voraussetzung I' >, ey :: bool,
'y e ompund Iy, €9 00 1. Seil 7 = 71 V 7o, dann gilt wegen Lemma [3.11) 7 < 7
und 75 < 7, und wegen Induktionsvoraussetzung gilt I' > ey :: bool, I' > e; = 7y
und I' > ey :: 79. Damit lésst sich die Behauptung wie folgt herleiten:

SUBSUME SUBSUME
I've om T <T I'veium < T
I' > eg :: bool I've T F'veyr
. CoND
I' > ifegthene; elsee; :: 7
'y, {{an = e1;...5a, = e,)} = 7 mit Typregel (DUPL-SUBSUME) kann aus-

schliefllich aus Préamissen der Form

>, self =7
sowie

Vi=1,...,n: Ty a1 ANl et A1 <m
folgen. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

I'> self =7
und

Vi=1,...,n:Tvpaum NDUp>eut N7 <
und mit Typregel (SUBSUME) folgt

Vi=1,....n:I'>a; 1 NT D>e .

Daraus schlielich folgt I' > {(a1 = e1;...;a, = €,)} = 7 mit Typregel (DuPL).

Im Fall von I" >,, method m = e;; r; :: ¢ mit Typregel (METHOD-SUBSUME) gilt
nach Voraussetzung I' >, self = (m:7;¢"), Ty ep 7, Ty vy ¢ und 77/ < 7
wobei ¢ = (m : 7; 0) @ ¢'. Nach Induktionsvoraussetzung folgt somit I' > e; :: 7/
und I' > ry 2 ¢. Wegen Typregel (SUBSUME) gilt ebenfalls I" > e; :: 7, und daraus
schlieflich folgt mit (METHOD) I' > method m = e;; 1 :: ¢.

Die {ibrigen Fille folgen trivialerweise aus der Ubereinstimmung der Regeln. O
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Wie bereits angedeutet, folgt aus der Korrektheit des Minimal Typing Kalkiils die Typ-
sicherheit der Programmiersprache £}

Satz 3.6 (Typsicherheit, ,Safety“) Wenn [| >,, e :: 7, dann bleibt die Berechnung
fiir e nicht stecken.

Beweis: Folgt mit Satz unmittelbar aus der Typsicherheit von £ (Satz , denn
es gilt

[ bmenT
e N
SatzB83 - gie Berechnung von e bleibt nicht stecken. O

Volistandigkeit des Minimal Typing

Anhand der Uberlegungen aus dem vorangegangenen Abschnitt ist klar, dass der Minimal
Typing Kalkiil korrekt und insbesondere typsicher ist. Dies sichert uns aber lediglich, dass
jeder Ausdruck, der in £™ wohlgetypt ist, auch in £3%® wohlgetypt ist (mit dem gleichen
Typ). Damit ist jedoch noch nicht gezeigt, dass die Typsysteme dquivalent sind, d.h.
dass L™ als Implementation fiir £5% zuliissig ist.

Um die Aquivalenz zu beweisen, muss noch gezeigt werden, dass der Minimal Typing
Kalkiil vollstéindig ist. Das heift, fiir jeden Ausdruck, fiir den in £5*° ein Typ herleitbar
ist, ist auch in £™ ein Typ herleitbar, welcher kleiner ist als der in £5“* hergeleitete.

Wie bereits erwdhnt, beschrénkt sich die Sprache L' auf Ausdriicke, die der Pro-
grammierer im Programm notiert, und ignoriert Ausdriicke, die ausschliellich als Zwi-
schenschritte der Berechnung entstehen. Entsprechend fassen wir diese Ausdriicke in der
Menge Expp C Frp zusammen:

Definition 3.6 Expp := {e € Exp | e enthilt keinen Teilausdruck der Form w#m}

Insbesondere kann also eine Reihe niemals auflerhalb eines Objekts erscheinen, da dies
sonst nur durch Ausdriicke der Form w#m moglich war. Entsprechend miissen Typum-
gebungen fiir Reihen in giiltigen Typurteilen stets einen Typ fiir self enthalten. Dazu
definieren wir eine Menge TEnvy C TEnwv, die alle Typumgebungen enthilt, in denen
ein Typ fiir self eingetragen ist, der linger ist als ().

Definition 3.7 TEnvg :={T' € TEnv | 3¢/, ¢" € RType : T(self) = (¢Y) N ¢’ = ¢ & ¢}

In Worten bedeutet ¢/ = ¢ & ¢’, dass ¢’ eine Verlangerung von ¢ ist, also dass ¢’
mindestens alle Methodennamen von ¢ enthélt, und ¢ und ¢ auf den gemeinsamen
Methodentypen iibereinstimmen.

Definition 3.8 (Typumgebungen und Subtyping) Seien I', I € TEnv. Dann defi-
nieren wir auf TEnv eine Subtyprelation wie folgt komponentenweise:

['"'<T & dom(T') =dom (I'") AVid € dom (T') : I'(id) < I''(id)

Fiir diese Subtyprelation auf Typumgebungen gelten einige einfache Aussagen, die wir
im nachfolgenden Lemma festhalten:
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Lemma 3.13 Seien I'1,I'y € TEnv. Dann gilt:
(a) T1 <Ty = I'1<TI}%
(b) V1 € Type :Vid € Id : Ty < Ty = T1["/ia] < To["/id]
(c) V11,79 € Type :Vid € Id :T1 <ToAm <1 = T1["/i] <T2[?/id]
Beweis: Trivial. O

Damit kénnen wir dann die Vollstandigkeit des Minimal Typing Kalkiils zeigen. Wich-
tig zu beachten ist, dass die Vollstédndigkeit nicht allgemein fiir alle Ausdriicke gilt, son-
dern lediglich fiir Ausdriicke, die der Programmierer im Quelltext notieren kann.

Satz 3.7 (Vollstindigkeit des Minimal Typing)

(a) VY17 € Type : VI, 1" € TEnv : Ve € Expp :
F'oeurm AT STAT =gom @naurivute I = 377 € Type : ' >y e 7' AT <7

(b) Yo € RType : VI',I" € TEnv, : Vr € Row :
ForaoANlV<T = Vb, 10

Die Voraussetzungen scheinen auf den ersten Blick sehr viele zu sein. Wir werden jedoch
im Verlauf des Beweises sehen, warum jede einzelne dieser Voraussetzungen notwendig
ist. Die Beschrankung auf Ausdriicke in Fzpp, also Ausdriicke, die nicht von der Form
w#m sind, sollte sofort ersichtlich sein, da diese nur wihrend der Auswertung eines
Programms entstehen kénnen nicht aber dem Programmierer zur Verfiigung stehen und
folglich nicht durch den Minimal Typing Kalkiil abgedeckt werden. Die Einschrénkungen
sind auch weniger restriktiv als man zunéchst annehmen konnte, wie wir im Anschluss
an den Beweis sehen werden.

Beweis: Der Beweis der Vollstandigkeit erfolgt durch simultane Induktion iiber die
Lénge der Herleitung der Typurteile I' > e :: 7 und I' > r :: ¢, und Fallunterscheidung
nach der zuletzt angewandten Typregel (der Programmiersprache £5%). Wir betrachten
dazu exemplarisch die folgenden Fiélle:

1.) Fir I' > e :: 7 mit Typregel (SUBSUME) existiert nach Voraussetzung ein 7/ € Type
mit 7/ < 7 und I' > e :: 7. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein 7 < 7/, so
dass IV b, e 2 7" gilt. Wegen (S-TRANS) schliellich folgt 7" < 7.

2.) I'vifegthene; else ey i 7 kann mit Typregel (COND) nur aus Pramissen der Form
I'>eg:bool, ' > ey :: 7 und I' > ey :: 7 folgen. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt also

[V >, e :: bool,

denn nach dem Subtyping-Lemma (Lemma ist bool selbst der einzige Subtyp
von bool. Weiterhin existiert nach Induktionsvoraussetzung ein 7, € Type mit
71 < 7 und

/ ..
V>, e 0om
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sowie ein 75 € Type mit 75 < 7 und
IV >, ey To.

Geméf Lemma [3.12]ist also das Supremum 71 V 75 definiert und es gilt 7 V, < 7.
Also folgt insgesamt

IV >, ifegthene; elsee, :: 71 V 1

mit Typregel (COND-SUBSUME).

I'>recx : 7.e :: 7 mit Typregel (REC) bedingt I'[7/,] > e :: 7. Wegen Lemma [3.13]
gilt T'[7 /] < T["/.], also existiert nach Induktionsvoraussetzung ein 7/ € Type mit
7 <7 und

' /e) bmoe 7
Daraus folgt

I">,, recx:Te:T

mit Typregel (REC-SUBSUME), und trivialerweise gilt 7 < 7.

Das Typurteil I' > {(a1 = e1;...;a, = e,)} == 7 kann mit Typregel (DUPL) nur aus
Pramissen der Form I" > self :: 7 sowie I'(a;) = 7, und I' > e; o 7 fiir i = 1,...,n
folgen. Nach Induktionsvoraussetzung existiert also ein 7" € Type mit 7" < 7 und

IV >, self :: 7.
Dariiber hinaus existieren 77, ..., 7, € Type mit 7/ < 7; und

/ .. /
r Pm € 11T,

firi=1,...,n. Wegen I'" =4, (n)nauribute I gilt nach wie VOIﬂ
Ma;) =7

fir i = 1,...,n und somit folgt
oy (a1 =e15.. 50, =€)} oo 7!

mit Typregel (DUPL-SUBSUME) der Programmiersprache £

5 An dieser Stelle wird deutlich, warum die Voraussetzung IV =4, (M Attribute I' unbedingt notwendig

ist.
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5.)

Falls das Typurteil I' > e#m :: 7 mit Typregel (SEND) hergeleitet wurde, muss
gelten I' > e 2 (m : 7; ¢). Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein 7, € Type
mit 7, < (m : 7; @), so dass

I, e Tm

gilt. GeméB dem Subtyping-Lemma (Lemma [3.3)) existieren 7/ € Type, ¢’ € RType
mit 7, = (m: 7’5 ¢'), 7 < 7 und (¢') < (@), und es gilt

I >, e#m 7

wegen Typregel (SEND) der Programmiersprache £

I', > method m = ¢; " :: ¢ mit Typregel (METHOD) bedingt I'y, > ¢’ :: 7/ und
Ly>r' ¢, wobel ¢ = (m: 7'; 0) @ ¢'. Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein
T € Type mit 7 < 7/, so dass gilt

|
und
F;) Dy 7

denn ¢’ ist eine Verkiirzung von ¢, also ist I'y; € TEnvy. Weiterhin existiert nach
Definition ein ¢" € RType mit I'y(self) = ((m : 7'; ) © ¢' © ¢"), und wegen
Typregel (ID) folgt daraus

LYy o self = ((m 75 0) @ ¢ @ ¢").
Insgesamt folgt also
[, >, method m =¢'; r' 2 ¢

mit der Typregel (METHOD-SUBSUME) aus dem Minimal Typing Kalkiil.

Die restlichen Falle verlaufen dhnlich. O

Wie bereits angesprochen, ist damit die Vollstdndigkeit des Minimal Typing Kalkiils
gezeigt. Insbesondere gilt das folgende Korollar:

Korollar 3.1 Sei e € Expp ein abgeschlossener Ausdruck. Dann gilt:

Vre Type:[|>pecxT = 37€ Type : [ b e T AT <7



69 3.4 Minimal Typing

Vereinfacht gesprochen existiert zu jedem Typurteil der Programmiersprache £ ein
dquivalentes in der Programmiersprache L)', wobei aber statt eines beliebigen Typs aus
der Menge der moglichen Typen stets der kleinstmégliche Typ hergeleitet wird.

Kommen wir abschliefend noch einmal auf die eigentliche Motivation fiir das Minimal
Typing zuriick: Ein deterministisches Regelwerk fiir ein Typsystem mit Subsumption. Die
wesentlichen Hindernisse waren zuvor die Tatsache, dass die (SUBSUME)-Regel auf jeden
Ausdruck anwendbar ist, und dass bei der (SUBSUME)-Regel der Supertyp 7, zu dem
mit der Anwendung dieser Regel iibergegangen wird, durch den Typechecker , geraten®
werden miisste. Intuitiv 16st das Typsystem fiir die Programmiersprache £, welches in
Definition beschrieben ist, diese beiden Probleme, so dass wir nun in der Lage sein
sollten, den folgenden Satz zu beweisen:

Satz 3.8 (Eindeutigkeit des minimalen Typs)

(a) Fiir jede Typumgebung T’ und jeden Ausdruck e € Exp existiert hochstens ein Typ
7€ Type mit I' >,, e 2 7.

(b) Fiir jede Typumgebung I und jede Reihe r € Row existiert hochstens ein Reihentyp
¢ € RType mit I >, 1 :: ¢.

Statt beliebige Ausdriicke aus Ezp zuzulassen, kénnten wir uns hierbei ebenfalls auf Exp p
beschrénken, also auf Ausdriicke, die der Programmierer im Quelltext des Programms
notieren kann. Aber diese Einschrinkung wire unnotig, da wir lediglich zeigen, dass
hochstens ein Typ existiert, und fiir Ausdriicke der Form w#m existiert nach Definition
kein Typ.

Beweis: Die Behauptung wird durch simultane Induktion iiber die Struktur von e und r
mit Fallunterscheidung nach der syntaktischen Form von e und r bewiesen. Dazu ist fiir
jeden Fall zu zeigen, dass hochstens eine Typregel in Frage kommt und der Typ eindeutig
bestimmt ist durch die Typumgebung I' und den Ausdruck e bzw. die Reihe . Wie schon
im Beweis der Typeindeutigkeit der Programmiersprache £! (Satz iiberspringen wir
die Details, da es sich um eine triviale Induktion handelt. O

3.4.3 Typalgorithmus

Basierend auf dem Regelwerk aus Definition ldsst sich nun fiir die Programmierspra-
che L7 ein Typalgorithmus angeben. Wie im vorherigen Abschnitt nachgewiesen, sind
die Sprachen £5“* und L™ #quivalent. Folglich ist der Typalgorithmus gleichermafien ein
Entscheidungsalgorithmus fiir die Typrelation der Sprache £

Algorithmus 3.2 (Typalgorithmus fiir £7*) Als Eingabe erhilt der Algorithmus ei-
ne Typumgebung I' € TEnv und einen Ausdruck e € Exp oder eine Reihe r € Row. Als
Ausage liefert der Algorithmus den kleinsten Typ fiir den Ausdruck oder die Reihe, oder
,» T'ypfehler”, falls kein solcher Typ existiert.

1. Falls e = ¢ € Const, dann liefere den eindeutigen Typ fiir die Konstante c.

2. Falls e = id € Id, dann liefere T'(id), falls id € T', sonst ,, Typfehler.
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3. Falls e = e; €5, dann bestimme rekursiv die Typen fiir e; und e, in der Typumge-
bung I'. Existieren diese Typen, so priife, ob der Typ fiir e; die Form 75 — 7 hat,
und ob 75 < 74 gilt (mittels Algorithmus [B.1]), wobei 7 der Typ fiir e, ist. Sollten
alle Bedingungen erfiillt sein, liefere 7, sonst ,, Typfehler®.

Die prinzipielle Umsetzung der Minimal Typing Regeln sollte damit klar sein.

3.5 Coercions

Neben dem im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen Minimal Typing Kalkiil exis-
tieren noch weitere Ansétze, ein Typsystem mit Subtyping entscheidbar zu machen. In
diesem Abschnitt beschreiben wir kurz den in [RV98] und [Rém02] fiir O’Caml vor-
gestellten Ansatz. Dabei wird die Syntax und Semantik der Programmiersprache um
sogenannte Coercions erweitert, welche es dem Programmierer erlauben, fiir einen be-
stimmten Ausdruck im Typechecker zu einem grofleren Typ iiberzugehen.

In einem einfachen Typsystem geniigt es, die kontextfreie Grammatik von Ausdriicken
um die Produktion

e == (e :7)

zu erweitern, wihrend fiir ein Typsystem mit Typinferenz (vgl. [Pie02, S.317ff]), wie zum
Beispiel das O’Caml Typsystem, die allgemeinere Form

e u= (ep:7<7)

notwendig ist. Wir verwenden im folgenden die allgemeinere Form.

Fiir die Programmiersprache £3% existiert eine Subsumption-Regel, die an beliebiger
Stelle in einer Typherleitung einem Ubergang zu einem Supertyp erméglicht. Gerade die-
se (SUBSUME)-Regel war aber der Grund fiir die Uneindeutigkeit des Typsystems von
L£sub. Statt der (SUBSUME)-Regel nimmt man deshalb die sogenannte (COERCE)-Regel
zum Typsystem hinzu:

<7 TI'beurT
Pe(e:r7<i7)ur

(COERCE) ;

Hierdurch kann wihrend der Typherleitung ebenfalls zu einem Supertyp iibergegangen
werden, allerdings immer nur an den Stellen, die der Programmierer explizit dafiir vor-
gesehen hat. Somit erhélt man auf recht einfache Weise ein eindeutiges Typsystem mit
Subtyping, welches sich im Gegensatz zum Typsystem der Programmiersprache £ auch
um Typinferenz und ML-Polymorphie erweiteren lasst.

Allerdings muss dann auch die Semantik der Programmiersprache erweitert werden,
und zwar um eine Regel fiir die neue Form von Ausdruck. Wie bisher fithren wir keinerlei
Typiiberpriifung zur Laufzeit durch, so dass die small step Regel entsprechend einfach
aussieht:

(COERCE) (e:7<:7')—e

Die im Ausdruck enthaltenen Typinformationen werden verworfen, und es erfolgt eine
Auswertung des Ausdrucks mit dem bisherigen small step Regelwerk.
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Es ist ziemlich offensichtlich, dass eine solche Programmiersprache typsicher ist, denn
fiir jede Typherleitung im Typsystem dieser Programmiersprache lésst sich eine dquiva-
lente Herleitung im Typsystem der Sprache £5%° konstruieren, indem man

(a) alle coercions aus dem Programmtext entfernt, und

(b) an allen Stellen, an denen in der urspriinglichen Herleitung die (COERCE)-Regel
angewendet wurde, die (SUBSUME )-Regel anwendet mit dem bekannten Supertyp.

Das bedeutet, es gilt

[] >e:7 im (COERCE)-Typsystem
= []>e:x7 im Typsystem von L
= e divergiert oder terminiert mit einem Wert (Satz [3.3).

Coercion-Ausdriicke sind eingeschréankt vergleichbar mit dem static_cast Konstrukt
in C++ (vgl. [Str00L S. 4401]), insofern als dass ein static_cast ausschlielich zur Compi-
lezeit durch den Typechecker iiberpriift wird. Da jedoch in C++ fiir beliebige Zeigertypen
ein static_cast von und nach void* moglich ist, kann hier nicht von einem typsicheren
Cast die Rede sein.

Seien beispielsweise A und B Klassen, wobei B von A erbt, was in C++ impliziert, dass
B < A gilt, und sei a eine Variable von Typ A*, die auf eine giiltige Instanz der Klasse A
zeigt. Dann ist die folgende Zeile ein giiltiges C++-Statement:

Bx b = static_cast<B*> (static_cast<void*> (a));

Diese sogenannten Upcasts erfordern in C++ eigentlich einen reinterpret_cast, der als
generell unsicher deklariert ist. Wie man jedoch sieht, lasst sich auch der scheinbar sichere
static_cast Operator, der zur Compile-Zeit durch den Typechecker gepriift wird, mit
einem einfachen Trick aushebeln. Grund dafiir ist, dass void* im C++-Typsystem fiir
explizite Typkonversionen zugleich grofiter wie auch kleinster Zeigertyp istff

Fiir implizite Typkonversionen — das C++-Typsystem beinhaltet eine abgewandelte
Form der Subsumption-Regel — gilt diese Eigenschaft nicht, so dass hier nur sinnwvolle
Casts erlaubt sind.

6Dies ist eine der vielen Stellen, an der sich das unliebsame C-Erbe bemerkbar macht.
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4 Rekursive Typen

Im vorangegangenen Kapitel haben wir das einfache objekt-orientierte Typsystem aus
Kapitel [2l um Subtyping erweitert, so dass in der Sprache £5% deutlich mehr Ausdriicke
wohlgetypt sind, als noch in der Programmiersprache £!. Dabei haben wir fiir £3%
gezeigt, dass diese neu hinzugewonnenen wohlgetypten Ausdriicke zu Unrecht durch das
Typsystem von L abgelehnt wurden, denn deren Berechnung bleibt gemi8 Satz|3.3|nicht
stecken.

Allerdings ist das Typsystem der Sprache £5“* immer noch zu eingeschrinkt, um sinn-
voll mit funktionalen Objekten programmieren zu kénnen. Zum Beispiel ist es nicht
moglich, den folgenden Ausdruck so mit Typinformationen zu versehen, dass mit den
Typregeln von £“* ein Typ herleitbar wiire.

let point =
object (self)
val x = 1;
val y = 2;
method move = Adx Ady {{x = x + dz;y = y + dy) };
end

in point#move 2 1

Offensichtlich wiirde die Berechnung dieses Ausdrucks nicht stecken bleiben, sondern
stattdessen mit einem Punktobjekt terminieren, mit den Koordinaten z = 3 und y = 3.
Die Methode mowve liefert ein neues Punktobjekt, welches sich lediglich in den Werten
der Attribute z und y unterscheidet. Insbesondere besitzt aber dieses neue Punktobjekt
ebenfalls eine Methode move.

Fiir das Typsystem bedeutet das, dass ein Typ fiir point ,,sich selbst enthalten* miisste,
und zwar als Ergebnistyp der Methode move. Oder anders ausgedriickt, gesucht ist ein
TYD Tpoint fiir den gilt:

Tpoint = (move : int — int — Typint)

Es ist leicht zu sehen, dass im Typsystem der Sprache £3%° kein solcher Typ Tpoins existiert,
der diese (rekursive) Gleichung erfiillt. Um also Objekten, die sich selbst oder ein Duplikat
von sich selbst als Ergebnis eines Methodenaufrufs liefern, Typen zuordnen zu kénnen,
ist es notwendig, das Typsystem um sogenannte rekursive Typen (engl.: recursive types)
Zu erweitern.

Derartige rekursive Typen lassen sich als unendliche Badume darstellen, an deren Kno-
ten sich Typkonstruktoren befinden. Beispielsweise entspricht dem Typ 7peins der nach-
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folgend dargestellte unendliche Baum:

Der Typkonstruktor (move) ist einstellig, und auf einen Typ 7 angewandt liefert er
den Objekttyp (move : 7). Entsprechend existiert fiir die mit (move) markierten Knoten
jeweils nur exakt ein Kindknoten. Der Typkonstruktor — ist zweistellig und liefert,
angewandt auf zwei Typen, einen entsprechenden Funktionstyp.

Es ist offensichtlich, dass sich zu jeder Rekursionsgleichung dieser Art in eindeutiger
Weise ein unendlicher Baum konstruieren lésst. Der Baum zu einem derartigen rekursiven
Typ enthélt immer mindestens einen unendlichen Pfad. Fiir einfache, nicht rekursive
Typen, wie zum Beispiel int oder int — bool lésst sich ein entsprechender (endlicher)
Baum angeben, der gerade dem Syntaxbaum fiir diesen Typ entspricht. Analog zu [Pie02]
S.2671f] definieren wir (rekursive) Typéquivalenz auf der Baumdarstellung:

Definition 4.1 (Typ-dquivalenz/-gleichheit) Zwei rekursive Typen heiflen dquiva-
lent, wenn die zugehorigen (unendlichen) Béume gleich sind.

Damit ist die Semantik fiir rekursive Typen bereits definiert. Allerdings basiert die-
ser naive Ansatz auf unendlichen Datenstrukturen, die bekanntlich weder formal noch
algorithmisch besonders gut zu handhaben sind.

Um also einen insbesondere algorithmisch handhabbaren Formalismus fiir ein Typsys-
tem mit rekursiven Typen zu erhalten, werden wir eine endliche Darstellung fiir rekursive
Typen entwickeln, die sogenannten p-Typen, und dann basierend auf dieser endlichen
Darstellung eine Definition der Typéaquivalenz angeben, die dquivalent zur obigen Defi-
nition ist und sich gleichzeitig leicht fiir einen Typalgorithmus adaptieren lésst.

4.1 Die Sprache L

Die in diesem Abschnitt betrachtete Sprache LI stellt eine Erweiterung des Typsystems
der Sprache £ um rekursive Typen dar. Die Semantik der Sprache L! wird bis auf die
folgenden syntaktischen Anderungen unverdandert iibernommen.

Definition 4.2 (Syntax der Sprache L") Vorgegeben sei eine Menge TName von
Typnamen t.
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(a) Die Menge Type™” aller syntaktisch herleitbaren Typen 77" ist durch die kon-
textfreie Grammatik

raw bool | int | unit

raw N Tgaw

ut T
< T’aw>
t

T

raw

und die Menge RType™" aller syntaktisch herleitbaren Reihentypen ¢™** ist durch

¢raw = Q)
| m

. raw . raw
IT [0}

definiert.

(b) Die Menge free (77*) aller im Typ 77" € Type"™ frei vorkommenden Typnamen
ist induktiv durch

free (B) = 0 fir § € {bool, int, unit}
free (7] — 13°%) = free (17*") U free (. mw)
f?"66 (pt.ri*) = free (7{*) \ {t}
free (<¢raw>) fT@@ (¢raw>
free (t) {t}

und die Menge free (¢"*") aller im Reihentyp ¢"** € RType™™" frei vorkommenden
Typnamen ist induktiv durch

free (0) = 0
free (m : 7795 @1%) = free (77"") U free (¢}*")

definiert.

aw raw

(c) Die Mengen Type C Type™” aller giiltigen Typen 7 und RType C RType
giiltigen Reihentypen ¢ der Programmiersprache £ sind wie folgt definiert

aller

Type = {1 € Type" | free (T)

=0 AVt t1,...,t, € TName : ut.uty. ... put,t & P(7)}
RType = {¢ € RType™ | free (¢) =

0},

wobei P(7) die Menge aller im Typ 7 vorkommenden Typen bezeichnet.

Rekursive Typen sind hierbei analog zu rekursiven Ausdriicken zu lesen, d.h. mit ut.7
bezeichnen wir den Typ, der die Gleichung

pt. =77/

erfiillt. Allerdings handelt es sich hierbei nicht um die syntaktische Gleichheit der beiden
Typen, sondern vielmehr um die iibereinstimmende Bedeutung.
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Mit Type™" sind die syntaktisch herleitbaren Typen definiert, also insbesondere auch
nicht abgeschlossene Typen, die frei vorkommende Typnamen enthalten. Nicht abge-
schlossene Typen lassen sich jedoch in der anfangs vorgestellten Baumsemantik nicht
sinnvoll représentieren. Folglich beschrénkt sich die Menge der Typen fiir die Program-
miersprache L' auf abgeschlossene Typen, die als (unendlicher) Baum reprisentiert
werden konnen. Offensichtlich existiert fiir einen Typ der Form put.uty. ... ut,.t keine
Baumdarstellung.

Bevor wir uns jedoch genauer mit dem Begriff der Gleichheit von rekursiven Typen
beschéftigen, kommen wir zunéchst auf das Beispiel mit dem Punktobjekt zuriick. In der
Sprache L* ldsst sich das Beispiel nun wie folgt mit Typinformationen versehen:

let point =
object (self : ut.(move : int — int — ¢; 0))
val z = 1;
val y = 2;
method move = Adzx : int.\dy : int.{(z =z +dx;y =y + dy) };
end

in point#move 2 1
Intuitiv sollte sich fiir diesen Ausdruck der Typ des Punktobjekts herleiten lassen, also
pt.(move : int — int — ¢; 0),

was dem zu erwartenden Ergebnis entsprechen wiirde.

Um dieses Ergebnis formal herleiten zu kénnen, iibertragen wir nun die Baumsemantik
fiir rekursive Typen auf die endliche p-Darstellung. Dazu definieren wir zunéchst die
Menge der Typkonstruktoren, die als Markierungen fiir die Knoten der (unendlichen)
Baume verwendet werden:

Definition 4.3 Die Menge T'Cons der Typkonstruktoren sei definiert durch
TCons = {bool,int,unit, —} U {(my;...;m,) | n € N, mq,...,m, € Method},

wobei die Methodennamen in (my;...;m,), dhnlich wie bei Typen, als disjunkt ange-
nommen werden.

Weiter definieren wir Funktionen, mit denen sich zu einem p-Typ der entsprechende
(unendliche) Typbaum konstruieren ldsst:

Definition 4.4

(a) Sei root : Type — TCons die induktiv wie folgt definierte Funktion:

root (f) = [ fir g € {bool,int, unit}
root (Tl —T) = —
TOOt(< . z 1. n) — <mz 1. n>
root (ut.T) = root (T['7/4])
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(b) Die Funktion arity : Type — N sei induktiv definiert durch:

arity () = 0 fur 5 € {bool, int, unit}

amty (M —> 1) = 2
arity ((m; : 7,7=1")) = n
arity (ut.r) = arity (7],

(c) Die partielle Funktion child : Type x N — Type ist induktiv definiert durch:

; <3 <
child (ry = 7,i) = {g folls 1< 0 <2

. 1m\ 7 fallsl1<i<n
child ({mj : 7,7=11) 1) {T sonst

child (pt.r,3) = child (7["" /4], %)
Statt child(r, i) schreiben wir child; (7).

Die Funktion root liefert zu einem gegebenen u-Typ den Typkonstruktor, welcher an
der Wurzel des zugehorigen Typbaums steht. Die Funktion arity berechnet die Anzahl
der Unterknoten dieses Wurzelknotens, und die Funktion child; liefert den Typ fiir den
i-ten Teilbaum. Offensichtlich lésst sich durch rekursive Anwendung dieser Funktionen
fiir jeden p-Typ die zugehorige Baumdarstellung erzeugen.

Mit Hilfe dieser Funktionen kann nun die anfangs zunéchst informal definierte Typ-
gleichheit rekursiver Typen (vgl. Definition formalisiert werden. Die grundlegende
Idee ist dabei denkbar einfach: Zwei (unendliche) Baume sind gleich, wenn ihre Wurzeln
die gleichen Markierungen aufweisen und die Teilbdume unterhalb der Wurzeln gleich
sind.

Definition 4.5 Die Relationen ~,, seien wie folgt induktiv definiert

~ = Type’
~ni1 = {(7,7") € Type* | root (1) = root (7')
AV <i<arity (1) : child; (1) ~, child; (')},

und die Relation ~ ist durch

definiert, also als Durchschnitt der Relationen ~,,.

Die Relation ~,; enthélt also alle Typen, deren Typkonstruktoren an der Wurzel
iibereinstimmen und deren Teilbdume bzgl. ~,, gleich sind. Die Typrelationen ~,, stellen
damit eine schrittweise Verfeinerung dar. Bildet man den Schnitt dieser Relationen, so
erhélt man genau die zuvor intuitiv definierte Vorstellung von Typgleichheit, in Form
der Relation ~. Bleibt noch zu zeigen, dass es sich bei ~ tatséchlich um eine Aquiva-
lenzrelation handelt:

Lemma 4.1 Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.
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Beweis: Hierzu geniigt es zu zeigen, dass jede Relation ~,, eine Aquivalenzrelation ist,
denn der Schnitt von Aquivalenzrelationen ist wiederum eine Aquivalenzrelation.

e n—=20

Da ~q = Type? ist klar, dass ~ reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.

e n~n-tl
Nach Induktionsvoraussetzung ist ~,, reflexiv, transitiv und symmetrisch.
Reflexivitéit: Da ~,, reflexiv ist, folgt trivialerweise, dass auch ~,, 1 reflexiv ist.

Transivitit: Seien (71, 72), (T2, 73) €E~pi1. Dann gilt root (11) = root (13) = root (73),
child; (11) ~y, child; (12) und child; (12) ~, child; (13) fiir alle i = 1,..., arity (12).
Da ~,, transitiv ist, folgt child; (11) ~, child; (73) fir alle i = 1, . arzty (11), und
somit (71, 73) €~

Symmetrie: Sei (7,7) €~,4+1. Dann ist nach Definition root (1) = root (') und es
gilt child; (1) ~, child; (7') fir alle i = 1,..., arity (7). Da ~,, symmetrisch ist,
folgt child; (7") ~,, child; (1), also (7,7") €~piq

Also ist ~ eine Aquivalenzrelation auf Type. O

Definition 4.6 Mit TypeRel bezeichnen wir die Menge der bindren Relationen auf Type,
also TypeRel = P(Type x Type).

Die vorangegangene Definition der Relation ~ ist zwar einfach und intuitiv leicht
verstiandlich, allerdings ist es schwierig, anhand dieser Definition Aussagen iiber ~ zu
formulieren oder zu beweisen. Um dieses Problem zu losen, definieren wir nachfolgend
eine Abbildung £ auf Typrelationen, welche einfacher anzuwendende Aussagen fiir be-
stimmte Typrelationen enthélt und beweisen anschliefend, dass diese Aussagen auf ~
zutreffen.

Definition 4.7 Sei £ : TypeRel — TypeRel definiert durch

E(R) = {(r,7') € Type® | root (1) = root (1') € {bo‘)l int, unit}}
U {(7,7') € Type? | root (1) = root (1) =
AYi=1,2: (child; (7), child; (T')) € R}
U {(r,7') € Type*| root (1) = root (7') = (ma; ...;my)
AVi=1,....k: (child; (7), child; (') € R},

also eine totale Abbildung zwischen binédren Typrelationen.

Die Idee ist nun zu zeigen, dass die Relation ~ ein Fixpunkt der generierenden Funk-
tion &£ ist. Dazu benutzen wir den Fixpunktsatz von Kleene. Wir miissen also zunéchst
beweisen, dass TypeRel eine dcpo ist, und die Abbildung £ auf (TypeRel, D) stetig ist.
Der Leser sei an dieser Stelle nochmals auf Abschnitt verwiesen, in dem die not-
wendigen mathematischen Grundlagen zur Bereichstheorie dargestellt werden.

Lemma 4.2

(a) (TypeRel,D) ist eine depo mit kleinstem Element Type x Type.
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(b) & ist eine stetige Abbildung auf (TypeRel, D).

Beweis:

(a) Folgt unmittelbar nach Lemma

(b) Zunéchst zeigen wir, dass £ eine monotone Abbildung auf (TypeRel, D) ist. Seien
dazu Ry, Ry € TypeRel mit Ry O Ry. Es ist zu zeigen, dass fiir alle (7,7") € £(Ry)
auch (7,7") € £(Ry) gilt. Dazu unterscheiden wir nach der Form von root (7):

1.)

2.)

3.)

root (1) € {bool, int, unit}

Dann gilt root (1) = root (7'), und nach Definition 4.7 gilt (7,7') € E(R) fiir
alle R € TypeRel, also insbesondere (7,7") € E(Ry).

root (1) = —

Dann gilt root (1) = root (') und (child; (), child; (7')) € R, fiir i = 1,2.
Da Ry, C R; folgt unmittelbar (chz’ldi (1), child; (T’)) € Ry und somit nach
Definition 4.7 auch (7,7') € £(Ry).

root (1) = (my;...;mg)

Folgt vollig analog.

Bleibt noch zu zeigen, dass £ stetig ist. £ ist stetig, wenn

ea) 2 LeE)

fiir jede gerichtete Teilmenge A C TypeRel gilt, wobei das Supremum beziiglich
D offensichtlich dem Durchschnitt entspricht. Sei dazu A C TypeRel gerichtet
und (7,7") € E(QA) = ({E(R) | R € A}, das heifit (7,7') € E(R) fiir alle R € A.
Durch Fallunterscheidung nach der Form von root (7) zeigen wir, dass auch
(r,7") € £(NA) gilt:

1)

2.)

3.)

root (1) € {bool, int, unit}
Klar.
root (1) = —

Es gilt wieder root (1) = root (7') und (child; (), child; (7)) € R fiir i = 1,2
und alle R € A. Also gilt insbesondere (child; (1), child; (7')) € NA fiir
i = 1,2, und wegen Definition 4.7 folgt somit (7,7") € E(NA).

root (1) = (my;...;mg)

Folgt wieder analog zum vorangegangenen Fall. a

Damit nun lésst sich das zentrale Lemma iiber die Typrelation ~ formulieren, welches
einen einfacheren Umgang mit der Relation ~ erméglicht, so dass man nicht ldnger zeigen
muss, dass eine bestimmte Eigenschaft, die fiir ~ bewiesen werden soll, fiir alle ~,, gilt.

Lemma 4.3 (Fixpunkt-Lemma fiir L") Die Relation ~ ist beziiglich D der kleinste
Fixpunkt der Funktion &.
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Beweis: Gemafl Lemma ist (TypeRel,D) eine dcpo mit einem kleinsten Element
Type x Type, und & ist eine totale, stetige Abbildung auf (TypeRel, D). Nach Satz
(Fixpunktsatz von Kleene) existiert also mit u€ = || .y E"(Type x Type) der kleinste
Fixpunkt von &.

Es bleibt noch zu zeigen, dass gerade die Typrelation ~ genau diesem Fixpunkt ent-
spricht, also, dass ~ = | |, .y €"(Type x Type) gilt. Hierzu beweisen wir zunéchst durch
vollsténdige Induktion iiber n, dass ~,, = E"(Type x Type) gilt:

neN

e n—200

Klar, da ~q = Type x Type = E°(Type x Type).

en~n+tl

Wegen Induktionsvoraussetzung gilt ~,, = £"( Type x Type), und wir miissen zeigen,
dass dann auch ~, 1 = E(~,) gilt:

»C“ Sei (1,7") € ~pq1, d.h. oot (7) = root (7') und (child; (1), child; (7)) € ~,, fur
i=1,...,arity (T). Mit Fallunterscheidung nach der Form von root (1) lésst
sich leicht zeigen, dass auch (7,7') € £(~,,) gilt.

»,2“ Sei nun (7,7') € £(~,). Dann ist je nach Form von root (1) zu zeigen, dass
auch (7,7") € ~, 11 gilt, was aus offensichtlichen Griinden ziemlich trivial ist.

Insgesamt folgt dann ~ = (), . E"(Type x Type) = | |,cn E™(Type x Type). O
Korollar 4.1 ~ ist beziiglich C der grofite Fixpunkt von £.

Die Aussage des Fixpunkt-Lemmas lésst sich auch in einer einfacher anzuwendenden
Form darstellen, mit der wir dann in den nachfolgenden Beweisen leichter argumentieren
kénnen:

Lemma 4.4 (Aquivalenz-Lemma fiir L) 7 ~ 7 gilt genau dann, wenn eine der
folgenden Aussagen erfillt ist:

(a) 7= pty.... pty.B und 7 = pty. ... pty,.5 mit 3 € {bool, int, unit}

(b) T = pty. ..ty — Toound T = pty. .. it 7 — T mat 7/, ~ Al /il

und 2|7 /4]0, ~ 722[%/@-]211

(¢c) T=pty. .. .pty.(my Ty My Tg) und T = uty (it (my @ 715 .. ;my : Tg) mit
Tj[T/ti]ZT'L=1 ~ %][T/Ez]zzl fur a'll6 j = 1’ ctty k

Dabei handelt es sich zum Beispiel bei 71, 75 um nicht unbedingt abgeschlossene Typen,
in denen die Typnamen ¢4, ..., t, frei vorkommen diirfen, was aber in der Folge bedeutet,
dass in jedem Fall [/, ]l |, [ /u], € Type gilt, da 7 ein abgeschlossener Typ ist.
Entsprechendes gilt fiir die iibrigen Typen 71, 7o, . . ..

Beweis: Folgt unmittelbar aus dem Fixpunkt-Lemma (Lemma , da die Aussagen
des Lemmas mit der Definition von & iibereinstimmen (Definition [4.7)). O
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Um nun zum Beispiel zu zeigen, dass 7, — 7 ~ 71 — 75 gilt, geniigt es zu beweisen,
dass 71 ~ 7 und 15 ~ 74 gilt. Entsprechend gilt fiir Basistypen 3, 8’ € {bool, int, unit},
dass 8 ~ [ genau dann erfiillt ist, wenn g = (3’ gilt.

Definition 4.8 (Giiltige Typurteile fiir £7*) Ein Typurteil der Form I'>. e :: 7 oder
[ >, r:: ¢ heifit giltig fiir £7!, wenn es sich mit den Typregeln der Programmiersprache
L! aus Definition mit Ausnahme der (OBJECT)-Regel, sowie den folgenden neuen
Typregeln

I serr] >p 700 T ~ ()

(OBIECT’) [' >, object (self : 7) rend :: 7
Coeent 7~7
(BQuiv) 'beent

herleiten lasst.

Mit Hilfe der neuen (EQuIV)-Regel kann also fiir Ausdriicke in Typherleitungen zu
einem dquivalenten Typ iibergegangen werden. Das bedeutet letztlich, u-Typen kénnen
bei Bedarf aufgefaltet oder zusammengefaltet werden.

Fiir Reihen ist keine derartige Regel vorhanden, da schon auf Reihentypen keine Aqui-
valenzrelation definiert ist. Entsprechend muss jedoch die (OBJECT)-Regel angepasst
werden: Die neue Typregel (OBJECT’) fordert nicht linger syntaktische Ubereinstim-
mung des angegebenen Typs mit dem aus dem Reihentyp konstruierten Objekttyp. Statt-
dessen wird hier lediglich Aquivalenz der Typen gefordert.

Durch die (EQuIV)-Regel geht, wie zuvor durch (SUBSUME) bei L%, die Typein-
deutigkeit der Programmiersprache verloren, da nun auf jede syntaktische Form eines
Ausdrucks jeweils die (EQuIv)-Regel und die eigentlich fiir diesen Ausdruck vorgesehene
Regel angewandt werden kann. Fiir £" gilt dartiiber hinaus, dass sich fiir jeden Ausdruck
(abzdhlbar) unendlich viele syntaktische unterschiedliche Typen herleiten lassen, die alle
dquivalent zueinander sind (sofern T'Name mindestens abzéhlbar unendlich ist).

4.1.1 Typsicherheit

Zum Beweis der Typsicherheit der Programmiersprache £’ formulieren wir zunéchst die
obligatorischen Lemmata fiir die neue Programmiersprache.

Lemma 4.5 (Typumgebungen und frei vorkommende Namen)
(a) VI' € TEnv,e € Exp,7 € Type : I' > e :: 7 = free (e) C dom (I
(b) VI € TEnv,r € Row,¢ € RType : I' > 12 ¢ = free(r) C dom (I')

Beweis: Entspricht dem Beweis des Lemmas fiir die Programmiersprache £! (Lem-
ma [2.5)), wobei der neue Fall der (EQUIV)-Regel direkt mit Induktionsvoraussetzung
folgt. a

Lemma 4.6 (Koinzidenzlemma fiir £7")

(a) VT'1,Ty € TEnv,e € Exp,7 € Type : Ty > e AT =free(e) [2 = Tab e
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(b) VI'\,T'y € TEnv,r € Row,¢ € RType : Ty > 1290 ATy =preen s = Toprg

Beweis: Wiederum wie im Beweis des Lemmas fiir die Programmiersprache £! (Lem-
ma [2.6)), und der Fall der (EQUIV)-Regel folgt ebenfalls direkt mit Induktionsvorausset-
zung. (|

Lemma 4.7 (Typurteile und Substitution) Sei id € Attribute U Var, I' € TEnwv,
T € Type und e € Exp. Dann gilt:

(a) Ve € Ezp N7 € Type : T'[ /| > € o7 AT et = Ty 7
(b) ¥r € Row : Vo € RType : U7 Jia] > ro AT >enT =T >r/i4 ¢

Beweis: Wie im Beweis des Lemmas fiir die Programmiersprache £, (Lemma zeigen
wir die Behauptung mittels simultaner Induktion iiber die Lénge der Herleitung der
Typurteile T'[" /4] > € :: 7/ und T'[7 /4] > 7 :: ¢, mit Fallunterscheidung nach der letzten
angewandten Typregel. Wir betrachten dabei nur die Falle der (EQu1V)- und (OBJECT’)-
Regeln:

1.) I'["/ia) > € :: 7" mit Typregel (EQUIV)

Nach Voraussetzung existiert ein 77 € Type mit I'[" /4] > € = 77 und 77 ~ 7. Mit
Induktionsvoraussetzung folgt dann

Lo e/ 1,
/

und wegen 77 ~ 7" mit Typregel (EQUIV) das erwartete Ergebnis I' > €'[¢/;q] :: 7'.

2.) T'[" /] > object (self : 7') r end :: 7/ mit Typregel (OBJECT’)
Dann existiert ein ¢ € RType mit (U[7/a])*[" /seyy) > 7 2 ¢ und (¢) ~ 7'.

Falls id € Var, dann gilt nach Definition (I'["/;4])* = I'*["/ia]. Andererseits gilt fiir
id € Attribute, dass (I'[7/;4])* = I'*, also nach Lemmal[d.5]id ¢ free (r). Demzufolge
gilt I'" =jpree () I*[7 /4a). Zusammenfassend folgt also

D[ /iall" fseg] & 122 @,
und da self ¢ Attribute U Var folgt weiter
D ][ id) & 752 6
Darauf lédsst sich nun die Induktionsvoraussetzung anwenden, und wir erhalten
D7 /] & [/ id] = 6,
woraus sich wegen (@) ~ 7" mit Typregel (OBJECT’) schliefilich
I > object (self : 7') r[¢/:] end :: 7/
ergibt, was nach Definition der Substitution (2.8) dem Typurteil
I' > (object (self : 7') r end)[®/;q] =+ 7/

entspricht.



83 4.1 Die Sprache L

Die iibrigen Fille verlaufen entsprechend wie im Beweis des Lemmas fiir die Program-
miersprache L. O

Lemma 4.8 (Typurteile und self-Substitution) Sei I' € TFEnv, self € Self,
T € Type und r € Row. Dann gilt:

(a) Wenn fir e € Exp und 7" € Type
1. [ [serp] > € 7/,
2. T > object (self : 7) r end :: 7 und
3. Ya € dom (I') N Attribute, 7, € Type : T* > r(a) =7, & I'>anT,

object (self:T) r end/self] oo

gilt, dann gilt auch T" > €]

(b) Wenn fir v’ € Row und ¢ € RType
1. T ser] > 1" 2 @,
2. I'" > object (self : 7) r &' end :: 7 und
3. Ya € dom (I') N Attribute, 7, € Type : T* > r(a) =7, & ' a7,

gilt, dann gilt auch T i y/[obiect (self:r) r&rtend /1 gy

Beweis: Der Beweis entspricht im Wesentlichen wieder dem Beweis des Lemmas fiir die
Programmiersprache £! (Lemma [2.9)). Der neue Fall der (EQuIV)-Regel folgt leicht mit
Induktionsvoraussetzung, der Fall der (OBJECT’)-Regel folgt unmittelbar mit Lemma
(Koinzidenzlemma). O

Das obligatorische Inversion-Lemma iiberspringen wir an dieser Stelle, da die Formu-
lierung exakt der Formulierung des Lemmas fiir die Programmiersprache £:“* entspricht
(vgl. Lemma [3.8). Stattdessen wenden wir uns unmittelbar dem Typerhaltungssatz zu:

Satz 4.1 (Typerhaltung, ,,Preservation*)
(a) VI' € TEnv : Ve, € Exp : N7 € Type : T* pexT Ne—e = I"pe T

(b) VI € TEnv :¥r;r' € Row : Vo € RType : T'>rop Ar—r' = T'pr' o

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum Beweis der Typerhaltung fiir die Programmier-
sprache L5 (Satz durch simultane Induktion {iber die Lénge der Typherleitungen.
Der neue Fall der (EQUIV)-Regel entspricht dem Fall der (SUBSUME)-Regel fiir £
Die Betrachtungen der ~-Relation entsprechen den Betrachtungen der Subtyprelation
im Beweis der Typerhaltung fiir £5°. a

Damit ist sichergestellt, dass auch im neuen Typsystem mit rekursiven Typen die small
step Semantik typerhaltend ist. Zum Beweis der Typsicherheit der Programmiersprache
L fehlt damit nur noch das Progress-Theorem. Dazu formulieren wir zunichst eine
entsprechende Version des Canonical Forms Lemma fiir die Sprache £7*. Wie im Fall der
Sprache £ (siche Lemma beschrinken wir uns auf die Aussagen, die wir im Beweis
des nachfolgenden Progress-Theorems benutzen werden.

Lemma 4.9 (Canonical Forms) Sei v € Val, 7 € Type, und gelte [| > v :: T.
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(a) Wenn 1 ~ int, dann gilt v € Int.

(b) Wenn T ~ 1 — 1o, dann gilt eine der folgenden Aussagen:
1.) ve Op
2.) v = opv; mit op € Op und vy € Val
3.) v=2>Ar:7].e mit x € Var, 1| € Type und e € Exp

(c) Wenn T ~ (¢), dann gilt v = object (self : 7') w end.

Beweis: Die Beweise der einzelnen Aussagen des Lemmas erfolgen wie iiblich durch
Induktion iiber die Lénge der Typherleitungen. Im einzelnen folgen die Behauptungen
dann leicht mit Induktionsvoraussetzung und Aquivalenz-Lemma (Lemma . O

Damit sind nun alle Voraussetzungen gegeben, um das Progress-Theorem beweisen zu
konnen. Der Beweis ist im Wesentlichen identisch mit dem Beweis des Progress-Theorems
fiir die Programmiersprache £ (Satz , da die wesentlichen Details, in denen sich die
Sprachen unterscheiden, bereits in den vorangegangenen Lemmata behandelt wurden.

Satz 4.2 (Existenz des Ubergangsschritts, ,, Progress*)
(a) Ve € Exp,7 € Type: [|pexT = (e€ Val vV I’ € Exp:e — €)

(b) VT' € TEnv,r € Row,¢ € RType : Tt >r::¢p = (r € RVal V I’ € Row : r — 1)

Beweis: Simultane Induktion iiber die Lénge der Herleitung der Typurteile [| > e 1 7
und I't > 7 1 ¢ mit Fallunterscheidung nach der zuletzt angewandten Typregel. Wir
betrachten dazu die folgenden Fille:

1.) [] > ex##m 2 7 mit Typregel (SEND).

Das kann nur aus [] > ey :x (m : 7; ¢) folgen, und nach Induktionsvoraussetzung
gilt entweder e; € Val oder es existiert ein e} € Frp mit e; — €.

Sei also e; € Val, dann gilt nach Lemma [4.9] dass e; = object (self : (¢)) w end.
Also existiert ein small step

(object (self : (¢)) w end)F#m — W[/ sr|#m

mit small step Regel (SEND-UNFOLD).

Ist andererseits e; ¢ Val, so existiert ein small step
e1#m — eiF#m

mit small step Regel (SEND-EVAL).
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2.) I'" > val a =¢€'; r' :: ¢ mit Typregel (ATTR).

Das Typurteil kann nur aus Pramissen der Form (I'M)* > €’ :: 7/ und T'" > 7/ =2 ¢/
folgen, wobei zu beachten gilt, dass (I'")* = []. Nach Induktionsvoraussetzung gilt
dann entweder ¢ € Val oder es existiert ein ¢” € Frp mit ¢ — ¢€”. Ebenso gilt
entweder 1" € RVal oder existiert ein " € Row mit »" — r”.

Seien ¢’ € Val und v’ € RVal, dann gilt (val a = ¢’; r’) € RVal nach Definition [2.4]

Falls ¢’ & Val, also ¢/ — €, so existiert ein small step
vala=¢€;1r" - vala=¢€";r

mit small step Regel (ATTR-LEFT).

Analog existiert fiir ¢/ € Val und " € RVal, also ' — ", ein small step
vala=¢€;1r" - vala=¢;r"

mit Regel (ATTR-RIGHT).

Die restlichen Fille verlaufen dhnlich wie im Beweis des Satzes fiir die Programmierspra-

chen £! und £5* (vgl. Satz 2.5 und [3.2). O

Mit diesen Ergebnissen konnen wir die Typsicherheit der Programmiersprache L7
beweisen, da sich der Beweis des nachfolgenden Satzes analog zum Beweis des Safety-
Theorems der Sprache £! (Satz unmittelbar aus dem Preservation- und Progress-
Theorem ergibt.

Satz 4.3 (Typsicherheit, ,,Safety*) Wenn [] > e :: 7, dann bleibt die Berechnung fiir
e nicht stecken.

Beweis: Folgt analog wie fiir £! aus den Preservation- und Progress-Sétzen. O

4.1.2 Typalgorithmus

Ahnlich wie zuvor fiir die Programmiersprache £** lisst sich auch fiir die Program-
miersprache £’ ein dquivalenter Typkalkiil formulieren, welcher deterministisch ist. Die
Regeln dhneln dabei den Typregeln in Definition (Giiltige Typurteile fiir £"), wo-
bei allerdings statt der (SUBSUME)-Regel von £5% die (EQUIV)-Regel in die anderen
Typregeln integriert wird.

Zum Beweis, dass fiir die Typrelation der Programmiersprache £’ ein Entscheidungs-
algorithmus existiert, bleibt zu zeigen, dass die Relation ~ entscheidbar ist. Dazu geben
wir zunéchst, wie zuvor fiir die Typ- und Subtyprelationen, ein Regelwerk an, mit dem
sich Urteile iiber die Aquivalenz von zwei Typen herleiten lassen.

Definition 4.9 (Giiltige Aquivalenzurteile) Eine Formel der Gestalt A = 7 ~ 7'
heilt Aquivalenzurteil, mit A C TypeRel und 7,7 € Type. Ein Aquivalenzurteil heif3t
giiltig, wenn es sich mit den Regeln
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(r,7) € A
(AsM)
(Equ) root (1) = root (7')  AU{(7,7")} & child; (1) ~ child; (') f.a. i =1... arity (1)
Q AT ~7

herleiten lédsst, wobei die (AsM)-Regel Vorrang vor der (EQU)-Regel hat.

Eine Formel der Gestalt A - 7 ~ 7’ liest man als ,7 ist dquivalent zu 7" unter der
Bedingung, dass die in A aufgefiihrten Aquivalenzen gelten®. Es ist ziemlich offensichtlich,
dass

T~T & T ~T
fiir alle 7, 7" € Type gilt.

Weiter ist offensichtlich, dass sich gemafl dem Regelwerk ein Algorithmus formulieren
lisst, welcher mit Riickwirtsanwendung von Aquivalenzregeln arbeitet. Hier bleibt dann
lediglich zu zeigen, dass der Algorithmus in jedem Fall terminiert. Nehmen wir dazu an,
die Herleitung fiir ein Aquivalenzurteil wére unendlich. Das kann nur dann der Fall sein,
wenn die (EQU)-Regel unendlich oft angewendet worden ist. Das bedingt aber, dass es
unendlich viele unterschiedliche (7, 7')-Paare gibt, die in A aufgenommen werden kénnen.

Um also zu zeigen, dass der Algorithmus in jedem Fall terminiert, geniigt es zu zeigen,
dass in einer Herleitung fiir () - 7 ~ 7’ stets nur endlich viele unterschiedliche Typpaare
enstehen kénnen. Mit anderen Worten ist also zu zeigen, dass jeder Typ nur endlich viele
verschiedene Nachkommen hat.

Definition 4.10 (Nachkommen von Typen) Die Menge desc,, (1) der n-ten Nach-
kommen des Typs 7 ist wie folgt induktiv definiert

desco (1) = {7}
descny1 (1) = Uza:lty ™) desc,, (child; (1)),

und darauf aufbauend ist die Menge aller Nachkommen von 7 durch

desc (1) = U,en descy (7)
definiert.

Es ist ziemlich offensichtlich, dass wihrend der Herleitung von () = 7 ~ 7/ nur Voraus-
setzungen aus der Menge desc (1) X desc (7') auftreten konnen. Entsprechend geniigt es
zu zeigen, dass die Menge desc (7) fiir alle 7 € Type endlich ist. Zum Beweis der Endlich-
keit definieren wir, basierend auf der syntaktischen Struktur von Typen, eine Menge von
(strukturellen) Teiltypen. Hierzu ben6tigen wir zunéchst den Begriff der Substitution auf
Typen (vgl. [Sie04]):

Definition 4.11 (Substitution)

(a) Eine Substitution ist eine totale Abbildung s : TName — Type fiir die gilt: Die
Menge {t € TName | s(t) # t} ist endlich.

(b) Sei 7 € Type und s eine Substitution. Dann bezeichnet 7s den Typ, der aus 7
entsteht, indem jeder freie Typname t in 7 durch s(t) ersetzt wird.
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(c) Die Menge aller Substitutionen bezeichnen wir mit 7'Subst.

Fiir Substitutionen verwenden wir die iibliche Schreibweise. D.h. wenn s eine Substi-
tution ist mit s(¢;) = 7; fir i = 1,...,n und s(t) = ¢ fir alle t &€ {t1,...,t,}, dann
schreiben wir s = [/, ..., /¢ ].

Definition 4.12 Sei 7 € Type und s € TSubst. Die Menge Desc (1,s) C Type x TSubst
ist wie folgt induktiv definiert {iber die Struktur von 7:

Desc (B,s) = {(B,s)} fiir 8 € {bool,int, unit} U TName

Desc (1] — 13%% s) = Desc (17", s) U Desc (15™, )U{( ey e gy}

Desc ((my = 7{™;...;my : 7/%),s) = U, Desc (77", s) U{((my : 7{™;...;my, : 7%

Desc (ut. ;mw s) = Desc (™" so [“t'me/t]) U{(ut.7 s)} '
Offensichtlich gilt der folgende einfache Zusammenhang zwischen rekursiven Typen
und Substitutionen:
Lemma 4.10 Sei 7 € Type™" und t € TName. Dann gilt:
{r v s| (77, s) € Desc (r["7 /], (1)} © {r™"s|(77",5) € Desc (v, ["7/i])}

Beweis: Trivial. O

Da Desc (7, s) induktiv tiber die syntaktische Struktur von 7 definiert ist, ist die Menge
trivialerweise endlich. Wenn wir also zeigen konnen, dass ‘desc (1 ‘ < k’!Desc ‘ fiir
alle 7 € Type und ein beliebiges k > 1 gilt, so wire bewiesen, dass desc (T) stets endlich
ist. Damit wiederum wire gezeigt, dass der obige Algorithmus in jedem Fall terminiert.

Lemma 4.11 V7 € Type : desc (1) C {7 s| (7™, s) € Desc (1,[])}

Beweis: Da nach Definition desc (7) = (U, cn
desc, (1) C {7 s|(7™",s) € Desc (7,[])}

fiir alle n € N gilt. Diese Aussage beweisen wir durch Induktion iiber (n,m) mit lexiko-
graphischer Ordnung, wobei m die Anzahl der fithrenden u’s in 7 ist:

Fiir n = 0 gilt die Behauptung trivialerweise. Im Induktionsschritt unterscheiden wir
nach der syntaktischen Form von 7:

e 7 = [ € {bool, int, unit}
Dann gilt arity (8) = 0, also desc,1 (8) = 0.

desc,, (T) ist, geniigt es zu zeigen, dass

e T =T — Ty

Nach Definition von desc, 1 gilt
descpy1 (1 — 1) = desc, (1) U descy, (T2),

worauf sich dann die Induktionsvoraussetzung anwenden lésst, und wir folgern

descni1 (11 — T2)

CHAN™ s (7", s) € Desc (1, [])} U™ s[ (73", 5) € Desc (2, [])}
={r"™s| (™", s) € Desc (r,[]) U Desc(1a,[])}

C{r™ s| (1", s) € Desc(m,[]) U Desc (12,[]) U {(m1 — 7, [])}}

) (

_ {7-’“‘“” s | (7—7"‘“”,5 € Desc (1 — T2, H>}7

was zu zeigen war.

):5)}
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o T=(myT1;...; My Ty)

Folgt analog zum vorangegangenen Fall iiber Funktionstypen.

o T =ut.T

Nach Definition von desc, 1 gilt
descp1 (ut.7) = descny1 (F[M7 /1),

und mit Induktionsvoraussetzung folgt daraus

C{r™ s[ (7™, ) € Desc (7[""7 /4, [])}.

Nach Lemma folgt weiter

C {r™ 5| (7™, s) € Desc (,["7/])}

C{r™ s | (™", 5) € Desc (7, ["7/)]) U{(ut.7,[])}}

_ {Traw s ‘ (Traw7 5) € Desc (,Ut’f_7 H)}?
was zu zeigen war. -

Da Desc (,[]) stets endlich ist, ist somit gezeigt, dass auch desc (7) stets endlich ist,
und somit muss ein Algorithmus, der nach dem in Definition angegebenen Regelwerk
arbeitet, stets nach endlich vielen Schritten terminieren.

4.2 Die Sprache L

Abschlieflend wollen wir betrachten, in wie weit sich die beiden bisher vorgestellten Erwei-
terungen des Typsystems — Subtyping und rekursive Typen — in einer objekt-orientierten
Programmiersprache kombinieren lassen.

Dazu definieren wir zunéchst eine Relation <, welche die Eigenschaften der Relatio-
nen < und ~ in sich vereinigt. Genauergesagt verallgemeinern wir die Subtypregeln
(SM-REFL), (SM-ARROW) und (SM-OBJECT) des Minimal Typkalkiils aus Definiti-
on auf die zuvor eingefithrte Baumsemantik fiir rekursive Typen:

Definition 4.13 Die Relationen 5, seien wie folgt induktiv definiert

S0 = Type?
Spi1 = {(r,7") € Type* | root (1) = root (7') € {bool, int, unit}}
U {(r,7') € Type* | root (1) = oot( N=—
A childy (") S, childy (T) A childy (T) 5, childs (77)}
U {(r,7") € Type* | root (1) = (my;...;mg) A root (') = (my;...;my)
AV1 <i<k: child;(T) s, child; (")},

und die Relation < ist durch

S = mnEN ’Sn

definiert, also als Durchschnitt aller Relationen <,,.
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Wie iiblich betrachten wir nun zunéchst Ordnungseigenschaften der Relation < bevor
wir zur Erweiterung des Typsystems kommen.

Lemma 4.12 Die Relation < st eine Quasiordnung.

Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass jede Relation 3,, eine Quasiordnung ist, was ziemlich
offensichtlich ist. a

Im Gegensatz zur Subtyprelation in Kapitel |3 (vgl. Definition begniigen wir uns
in diesem Fall mit einer Quasiordnung, da die Eigenschaft der Antisymmetrie fiir den
Beweis der Typsicherheit nicht zwingend erforderlich ist. Stattdessen gilt aber der fol-
gende Zusammenhang zwischen ~ und 3, welcher im weiteren Sinne einer Antisymmetrie
entspricht:

Lemma 4.13 V7,7 € Type : 1S ANT' ST & 7~7
Beweis: Es geniigt zu zeigen, dass die Aussage
Vr,7'e Type : 735, T NANT S, 7 & T~y T

fiir alle n € N gilt, da die Relationen ~ und < beide als Schnitt der induktiv definierten
Relationen ~,, und 5,, definiert sind.
»,<="“ Wir beweisen die Behauptung durch vollstéandige Induktion iiber n.
en=0>0
Klar, denn es gilt ~q = Type? = <.
e n~n+1
Fiir 7 ~,1 7/ muss nach Voraussetzung
root (1) = root (1)
und
V1 < < arity (1) : child; (T) ~p child; (1")
gelten. Nach Induktionsvoraussetzung folgt daraus, dass
V1 <i < arity (1) : child; (1) <,, child; (7") A child; (7") <, child; (T).

gilt. Damit folgt insgesamt die Behauptung mit einer einfachen Fallunter-
scheidung nach der Form von root (7) und Anwenden der Definition von <,

(Definition (4.13)).

,=" Folgt ebenso leicht durch vollsténdige Induktion iiber n. a

Genaugenommen ist das Lemma sogar eine stiarkere Aussage. Fiir die eigentliche Anti-
symmetrie wiirde eine Implikation, wie im folgenden Korollar dargestellt, ausreichen.

Korollar 4.2 V7.7/ € Type : 1S AT S7 = 7~7

Um die Relation < leichter handhaben zu kénnen, beweisen wir nun, wie zuvor fiir
die Sprache L', dass < Fixpunkt einer generierenden Abbildung S ist, die nachfolgend
definiert ist:
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Definition 4.14 Sei S : TypeRel — TypeRel definiert durch

S(R) = {(r,7') € Type*|root (1) = root (7') € {bool, int, unit}}
U {(r,7") € Type* | root (1) = root (1) = —
A (childy ('), childy (1)) € R A (childs (T), childy (7)) € R}
U {(r,7) € Type? | root (1) = {(my;...;mu) A root (7') = (mq;...;my)
AVL < i< k: (child; (), child; (') € R},

also eine totale Abbildung auf bindren Typrelationen.

Zum Beweis, dass < Fixpunkt der Abbildung S ist, miissen zunéchst die Voraussetzun-
gen des Fixpunktsatzes erfiillt sein: Fiir die Programmiersprache £’* hatten wir bereits
bewiesen, dass (TypeRel, D) eine dcpo mit einem kleinsten Element Type x Type ist (vgl.
Lemma . Fiir die Anwendung des Fixpunktsatzes von Kleene bleibt also lediglich zu
zeigen, dass die Abbildung S stetig ist.

Lemma 4.14 S ist eine stetige Abbildung auf ( TypeRel, D).

Beweis: Wie zuvor im Beweis des Lemmas fiir die Programmiersprache £ (Lemma
zeigen wir zunéchst, dass S eine monotone Abbildung auf (TypeRel, D) ist. Seien dazu
wieder Ry, Ry € TypeRel mit Ry O Ry. Dann ist zu zeigen, dass fiir alle (7,7') € S(R»)
auch (7,7') € S(R;y) gilt. Wir unterscheiden dazu wieder nach der Form von root (7):

1.) root (1) € {bool, int, unit}

Dann ist root (1) = root ('), und nach Definition gilt (7,7') € S(R) fiir alle
R € TypeRel, also insbesondere (7,7') € S(Ry).

2.) root (1) = —
Nach Definition [4.14] gilt wieder root (1) = root (7'), (child, ('), child, (1)) € Ry
sowie (childs (), childy (7')) € Rs. Also insbesondere (child, ('), child, (7)) € Ry
und (childg (1), childs (T’)) € Ry, denn es gilt Ry C Ry, und somit folgt die Be-
hauptung unmittelbar nach Definition.

3.) root (T) = (my;...;mp4y)

Folgt analog zum vorangegangenen Fall.

Damit bleibt zum Beweis der Stetigkeit von S zu zeigen, dass

sUa) 2 Us@)

fiir alle gerichteten Teilmengen A C TypeRel gilt. Sei also wieder A C TypeRel eine
gerichtete Teilmenge und sei (7,7') € (S(A) = ({S(R) | R € A}, also (1,7') € S(R)
fir alle R € A. Durch Fallunterscheidung nach der Form von root (1) zeigen wir, dass
dann auch (7,7') € S(NA) gilt:

1.) root (1) € {bool, int, unit}
Klar.
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2.) root (1) = —
Dann ist root () = root (7') und fiir alle R € A gilt (child, (7'), child, (7)) € R
sowie (childy (7), childy (7)) € R. Das bedeutet aber insbesondere, dass dann
(childy ('), childy (1)), (childy (T), childs (")) € (A gilt, also folgt nach Defini-
tion [4.14] dass auch (7,7') € S(NAQ) gilt.

3.) oot (1) = (ma;...;Mp4r)
Folgt wieder analog zum vorherigen Fall. O

Damit lédsst sich nun das Fixpunkt-Lemma fiir die Relation < formulieren und beweisen,
analog zum Fixpunkt-Lemma fiir die Programmiersprache £'' (Lemma , welches
einen einfacheren Umgang mit der Subtyprelation < ermoglichen wird:

Lemma 4.15 (Fixpunkt-Lemma fiir £5") Die Relation < ist beziglich O der kleins-
te Fixpunkt der Funktion S.

Beweis: Der Beweis erfolgt analog zum Beweis des Fixpunkt-Lemmas fiir die Program-
miersprache £7! (Lemma [4.3). O

Korollar 4.3 Die Relation 5 ist beziiglich C der grofite Fixpunkt von S.

Das vorangegangene Fixpunkt-Lemma lésst sich auch in einer vertrauteren Form dar-
stellen, die wir bereits fiir die Programmiersprache £5** kennengelernt haben (siche Lem-

ma [3.3)).

Lemma 4.16 (Subtyping-Lemma fiir £5™) 7 < 7' gilt genau dann, wenn eine der
folgenden Aussagen zutrifft:

(a) T~ 7' ~ B mit 3 € {bool,int, unit}
(b) T~1 = T und 7' ~ 1 = 7, mit 7{ ST und 75 S T

(¢c) T~ (my Ty Mgy Tipr) und 7~ (my 2 75 csmy T mit 7, S 1) fiir alle
i=1,.. .k

Beweis: Folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass die Subtyprelation < Fixpunkt der
stetigen Abbildung S ist (Lemma {4.15)), denn die Aussagen des Lemmas entsprechen
genau der Definition der Abbildung S (Definition [4.14]). a

Bevor wir nun die Typsicherheit der Programmiersprache £ betrachten, miissen wir
natiirlich erst noch die Typregeln fiir das Typsystem festlegen. Im Wesentlichen handelt
es sich beim Typsystem von £ um eine Kombination der Typsysteme der Program-
miersprachen £:“* und L'. Entsprechend sieht die Definition der giiltigen Typurteile fiir
L bekannt aus:

Definition 4.15 (Giiltige Typurteile fiir £5™) Ein Typurteil der Form I' >, e : 7
oder T b, r :: ¢ heiBt giiltig fiir L5, wenn es sich mit den Typregeln der Program-

miersprache £7" aus Definition mit Ausnahme der (EQUIV)-Regel sowie der neuen
Typregel

I'b.ext 7571
I'b.enr

(SUBSUME’)

herleiten lasst.



4 Rekursive Typen 92

4.2.1 Typsicherheit

Intuitiv ldsst sich bereits vermuten, dass die Programmiersprache £57 ebenfalls typsi-
cher ist, da das Typsystem im Wesentlichen durch Zusammenfiihrung der Typsysteme
der Programmiersprachen £5** und L' entstanden ist. Allerdings ist diese Eigenschaft
deshalb noch nicht zwingend trivial ersichtlich, denn es existieren Programme, die zwar
in £57* wohlgetypt sind, jedoch weder in £3%* noch in L.

Also beweisen wir in diesem Abschnitt zunéchst wieder die Preservation- und Progress-
Sétze fiir die Programmiersprache £ womit dann gezeigt wire, dass auch die kombi-
nierte Programmiersprache noch immer typsicher ist. Dazu beginnen wir wie gehabt mit
einigen technischen Lemmata, wobei wir die Beweise, sofern sie keine neuen Erkenntnisse
zu Tage fordern, im Wesentlichen iiberspringen.

Lemma 4.17 (Typumgebungen und frei vorkommende Namen)
(a) VI' € TEnv,e € Exp,7 € Type : ' > e :: 7 = free(e) C dom (I)
(b) VI' € TEnv,r € Row,¢ € RType : I' > 12 ¢ = free (r) C dom (I)

Beweis: Wie zuvor verlauft der Beweis durch Induktion iiber die Lénge der Herleitung
der Typurteile. Die bekannten Félle folgen wie gehabt, der neue Fall der (SUBSUME’)-
Regel folgt unmittelbar mit Induktionsvoraussetzung. O

Lemma 4.18 (Koinzidenzlemma fiir £5")
(a) VI'1,I'y € TEnv,e € Exp,7 € Type : Ty > e T AT =peee) 2 = Ta> et
(b) VI'1,I'y € TEnv,r € Row,¢ € RType : Ty > r i ATy =peery s = To> g

Beweis: Ebenfalls wie gehabt, wobei der Fall der (SUBSUME’)-Regel direkt mit Induk-
tionsvoraussetzung folgt. O

Lemma 4.19 (Typurteile und Substitution) Sei id € Attribute U Var, T' € TEnwv,
7 € Type und e € Ezxp. Dann gilt:

(a) Ve' € Exp N7 € Type : T /g > € o7 AT et = D> o7
(b) ¥r € Row : V¢ € RType : T[] >roAT* " >euT =T 7o
Beweis: Ahnlich wie im Beweis des Lemmas fiir die Programmiersprache £’ (Lem-

ma [4.7)), wobei der Fall der (SUBSUME’)-Regel ebenfalls trivialerweise mit Induktions-
voraussetzung folgt. O

Lemma 4.20 (Typurteile und self-Substitution) Sei I' € TFEnv, self € Self,
7 € Type und r € Row. Dann gilt:
(a) Wenn fir e € Exzp und 7' € Type
1T serf] > €07,
2. T > object (self : 7) r end :: 7 und
3. Ya € dom (I') N Attribute, 7, € Type : I* > r(a) =7, © ' au,



93 4.2 Die Sprache L5

gilt, dann gilt auch T > e[oPiect(selfir) mend /100 7/,

enn fur v € Row un € e
(b) Wenn firr' € R d ¢ € RTyp
1. T ser] > 7" 2 9,
2. I'" > object (self : 7) r &' end :: 7 und
3. Ya € dom (I') N Attribute, 7, € Type : T* > r(a) =1, & > a1,

gilt, dann gilt auch T i y/[obiect (self:r) r&rtend /1 gy

Beweis: Folgt wie zuvor im Beweis des Lemmas fiir die Programmiersprachen £:** und

Lr (vgl. Lemma [3.7 und [4.8). O

Auch das Inversion-Lemma muss fiir die Programmiersprache £ angepasst werden,
wobei wir uns jeweils wieder auf die interessanten Aussagen beschrénken:

Lemma 4.21 (Umkehrung der Typrelation)
(a) Wenn T > op :: 7, dann gilt 7 ~ int — int — int fir op € {+,—,*} oder
T ~ int — int — bool fir op € {<, >, <, >,=}.
(b) Wenn T > Az :m.e 7, dann gilt U[™ /] > e m und 71 — 79 S 7.
(c) Wenn T > ejeq i1, dann gilt T'> ey o1 — 7, ' > ey i g und 5 S 75.

(d) WennT' > object (self : 7) r end :: 7/, dann gilt T*[7 /sef| & 7 22 ¢ mit (¢) ~ T und
TsT.
Beweis: Wie zuvor durch Induktion iiber die Lénge der Typherleitungen. a
Wie bereits im Beweis der Typsicherheit der Programmiersprache £:“* kénnen wir
dank des vorangegangenen Lemmas die Anwendungen der Typregel (SUBSUME’) im

Wesentlichen ignorieren, und somit das Preservation-Theorem relativ einfach beweisen.
Die Formulierung des Satzes ist, wie nicht anders zu erwarten, die gleiche wie zuvor.

Satz 4.4 (Typerhaltung, ,,Preservation®)
(a) VU € TEnv :Ve,e € Exp : N7 € Type : T* pexT Ne—e = I"pe T
(b) VI € TEnv :¥r,r' € Row : VYo € RType : U'>rop Ar—r' = T'pr' o

Beweis: Der Beweis erfolgt selbstversténdlich wieder durch simultane Induktion iiber
die Lénge der Typherleitungen von I'* > e :: 7 und I' > r :: ¢, mit Fallunterscheidung
nach der zuletzt angewendeten Typregel. Wir betrachten lediglich die folgenden Fille:

1.) I'* > object (self : 7) r end :: 7 mit Typregel (OBJECT’)

Das kann nur aus Pramissen der Form (I')*[7 /5] > r 2 ¢ und (¢) ~ 7 folgen.
Der small step object (self : 7) r end — ¢’ kann andererseits nur mit der small
step Regel (OBJECT-EVAL) hergeleitet worden sein, wobei nach Voraussetzung ein
small step r — r’ existiert und e’ = object (self : 7) " end. Nach Induktionsvor-
aussetzung gilt also

(P*)*[T/self] > 7',

und mit Typregel (OBJECT’) folgt dann unmittelbar die Behauptung.
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2.) I b ey#m = 7 mit Typregel (SEND)

Dann gilt nach Voraussetzung I'* > e; = (m : 7; ¢). Der small step e;#m — €
kann nur mit (SEND-EVAL) oder (SEND-UNFOLD) hergeleitet worden sein:

1.) Fir e;#m — € mit (SEND-EVAL) existiert dann nach Voraussetzung ein
small step e; — €] und es gilt ¢’ = ¢]#m. Das bedeutet, die Behauptung folgt
direkt mit Induktionsvoraussetzung und Typregel (SEND).

2.) Falls e;##m — ¢’ mit small step Regel (SEND-UNFOLD) hergeleitet worden
ist, so muss gelten e; = object (self : 7') w end und €’ = w[* /r|#m. Nach
dem Inversion-Lemma (Lemma 4.21)) gilt

(F*)*[T,/Self] >w: @

mit (¢') ~ 7 und 7 < (m : 7; ¢). Das wiederum bedeutet, dass mit Typregel
(SUBSUME’)

I'* > object (self : ') w end :: 7/

folgt. Damit sind alle Voraussetzungen fiir die Anwendung des speziellen
Substitutions-Lemmas (Lemma [4.20)) erfiillt, und wir erhalten

T > w[object(self:T’) w end/self] . Qy.

Da (¢/) ~ 7' und 7" < (m : 7; ¢) existieren also nach Lemma (Subtyping-
Lemma) 7" € Type und ¢" € RType mit 7 < 7 und (¢") < (¢), so dass
¢ = (m:71"; ¢"). Damit erhalten wir schliefllich mit Typregel (SEND’)

I > w[object (self:1") w end/self]#m . 7_//’

denn (I'*)* = I'*, und wegen 7" < 7 folgt schlieflich mit Typregel (SUBSUME’)
die Behauptung.

Die restlichen Félle verlaufen dhnlich wie zuvor fiir die Programmiersprachen £!, £

und £ (vgl. Satz 2.4} B.1] und [4.1)). O

Wir haben also gezeigt, dass auch im Typsystem der Programmiersprache £ small
steps typerhaltend sind. Zum Beweis der Typsicherheit bleibt wie zuvor das Progress-
Theorem zu zeigen. Dazu passen wir zunédchst das Canonical Forms Lemma fiir die
Sprache £ an.

Lemma 4.22 (Canonical Forms) Sei v € Val, 7 € Type und gelte [| > v :: 7.
(a) Wenn 1 < int, dann gilt v € Int.

(b) Wenn 7 <1 — T, dann gilt eine der folgenden Aussagen:
1.) ve Op
2.) v = opv; mit op € Op und vy € Val
3.) v=2>Ar:7{.e mit x € Var, 7| € Type und e € Exp

(¢) Wenn 1 < {(¢), dann gilt v = object (self : ') w end.

Beweis: Wie zuvor durch Induktion iiber die Lénge der Typherleitungen. O
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Damit lisst sich nun auch das Progress-Theorem fiir die Programmiersprache £ auf-
stellen und beweisen. Die Formulierung des Theorems stimmt mit den vorangegangenen
Formulierungen iiberein (vgl. Satz und Satz , und auch der Beweis verlauft sehr
dghnlich.

Satz 4.5 (Existenz des Ubergangsschritts, »Progress*)
(a) Ve € Exp,7 € Type : [|pexT = (e€ Val vV I’ € Exp: e — ¢)

(b) VI € TEnv,r € Row,¢ € RType : T >r ¢ = (r € RVal V Ir' € Row : r — 1)

Beweis: Wir fithren den Beweis wieder durch simultane Induktion iiber die Lénge der

Herleitung der Typurteile [] > e :: 7 und TV > r :: ¢, mit Fallunterscheidung nach der

jeweils zuletzt angewandten Typregel. Exemplarisch betrachten wir die folgenden Félle:
1.) [] > ey e :: 7 mit Typregel (APP)

Das kann nur aus Pramissen der Form [| > e :: 79 — 7 und [] > ey :: 75 folgen. Dann
zeigen wir je nach Form der Teilausdriicke e; und ey, dass entweder die Applikation
bereits ein Wert ist, oder ein small step existiert.

Fiir e; ¢ Val lasst sich wie frither leicht zeigen, dass ein small step mit (APP-LEFT)
existiert. Ebenso einfach zeigt man, dass fiir e; € Val und e; ¢ Val ein small step
mit (ApPP-RIGHT) existiert.

Es bleibt also der Fall e1,es € Val zu betrachten. Da < reflexiv ist, lasst sich das
Canonical Forms Lemma (4.22) anwenden, demzufolge drei Fille zu unterscheiden
sind:

1) e € Op
Trivial.
2.) e = opv; mit op € Op und vy € Val

Dann existiert nach Lemma ein € Type mit [| > op =1y — 70 = 7
und [] > vy 2 7. Wie frither folgt daraus leicht, dass vy, ey € Int, und somit
ein small step op vy e; — op’(v1, o) mit small step Regel (OP) existiert.

3.) e1 = Az : 7h.€f mit x € Var, 7, € Type und €} € Exp
Dann ist trivialerweise ersichtlich, dass ein small step mit (BETA-V) moglich
1st.
2.) [] » e1#m :: 7 mit Typregel (SEND)

Nach Voraussetzung gilt [| > ey 2 (m : 7; ¢). Mit Induktionsvoraussetzung folgt,
dass entweder e; € Val gilt oder ein small step e; — €] existiert.

Sei also e; € Val, dann gilt nach Lemma [4.22] dass e; = object (self : (¢)) w end.
Also existiert ein small step

(object (self : (¢)) w end)#m — W[/ ser|#m

mit small step Regel (SEND-UNFOLD).
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Ist andererseits e; ¢ Val, so existiert ein small step
e1#Fm — ejF#Fm

mit small step Regel (SEND-EVAL).

Die restlichen Fille folgen dhnlich wie zuvor im Beweis des Satzes fiir die Programmier-

sprachen £5“* und L7 (vgl. Satz und . O

Wie zuvor folgt dann mit Hilfe der Preservation- und Progress-Theoreme die Typsi-
cherheit der Programmiersprache £, Der Vollsténdigkeit halber wiederholen wir den
Satz aber gerne ein weiteres Mal.

Satz 4.6 (Typsicherheit, ,,Safety*) Wenn [| > e :: 7, dann bleibt die Berechnung fiir
e nicht stecken.

Beweis: Folgt analog wie fiir £7" aus den Preservation- und Progress-Sétzen. O

4.2.2 Typalgorithmus

Es ist offensichtlich, dass sich fiir die Programmiersprache £5" dhnlich wie dies zuvor
fiir die Sprache £ vorgefiihrt wurde, ein Minimal Typing Kalkiil angeben lisst. Aus
Abschnitt [4.1] wissen wir dariiber hinaus, dass die Relation ~ entscheidbar ist. Es bleibt
also zu zeigen, dass auch die Relation < entscheidbar ist. Dies ist ebenso leicht zu be-
weisen wie im Fall der Relation ~, indem man zeigt, dass wihrend der Herleitung eines

Subtypingurteils nur endliche viele unterschiedliche Typpaare entstehen konnen.



5 Vererbung

Abschlielend wollen wir noch einen weiteren wichtigen Aspekt objekt-orientierter Pro-
grammiersprachen betrachten: Vererbung. Darunter versteht man die Wiederverwendung
von Programmcode in unterschiedlichen Klassen. Wir kldren dazu zunéchst, was unter
einer Klasse zu verstehen ist. Booch definiert Klassen in [Boo91] wie folgt:

LEine Klasse ist eine Menge von Objekten, die eine gemeinsame Struktur und
ein gemeinsames Verhalten besitzen.

Das Konzept der Klassen dient also dazu, Objekte nach ihren jeweiligen Fahigkeiten
einzuteilen. Eine Klasse reprasentiert damit eine Abstraktion eines bestimmten Sach-
verhalts, wihrend ein Objekt eine konkrete Instantiierung dieses Sachverhalts darstellt.
Vereinfacht ausgedriickt dient eine Klasse als Konstruktionsskizze zur Erzeugung struk-
turell identischer Objekte.

Unter (Klassen-)Vererbung versteht man dann das Aufbauen neuer Klassen unter Ver-
wendung bestehender Klassen. Hierzu werden Attribute und Methoden einer sogenannten
Basisklasse bei der Definition einer neuen Klasse mitverwendet, so dass Instanzen dieser
beiden Klassen auf der Signatur der Basisklasse {iberstimmen. Das gilt aber nicht fiir
die Semantik der Objekte, da es erbenden Klassen moglich ist, geerbte Attribute und
Methoden mit einer neuen Bedeutung zu versehen.

In einer Vererbungsbeziehung bezeichnet man die Basisklasse, also die Klasse von der
geerbt wird, auch als Superklasse und die erbende Klasse wird als Subklasse bezeichnet.
Man spricht dann statt von Vererbung auch haufig von Subclassing. Jede Superklasse
kann beliebig viele Subklassen besitzen, ebenso wie in Programmiersprachen, die mehr-
faches Erberfl] erlauben, jede Subklasse beliebig viele Superklassen besitzen kann.

Wichtig ist in diesem Zusammenhang anzumerken, dass die Begriffe Superklasse und
Subklasse keinesfalls mit den aus den vorangegangenen Kapiteln bekannten Begriffen
Supertyp und Subtyp verwechselt werden sollten. Bei Subclassing und Subtyping handelt
es sich um zwei eigenstindige Konzepte. Leider ist es heutzutage, bedingt durch den
starken Einfluss von Programmiersprachen wie Java oder C++, in denen Subtyping nur
implizit durch Subclassing moglich ist, iiblich, die beiden Begriffe beliebig zu vermischen,
so dass in vielen Féllen gar nicht mehr ersichtlich ist, was eigentlich gemeint ist.

Dieses Kapitel stellt das Konzept der Vererbung als Spracherweiterung der Program-
miersprache £5™ vor. Grundsitzlich orientieren wir uns dazu wieder an den in [RV97],
[RVI8] und [Rém02] fiir O’Caml vorgestellten Losungen, wobei wir allerdings die Sprache
sehr einfach halten, und uns auf die grundlegenden theoretischen Aspekte konzentrieren.
Der Hauptunterschied zu O’Caml ist, dass wir Klassen als first-class-citizens der Pro-
grammiersprache betrachten, statt als separaten Kalkiil]

Tn der deutschen Literatur findet man hier immer noch oft den durch fehlerhafte Ubersetzung aus
dem Englischen entstandenen Begriff der Mehrfachvererbung.

?Diese Einschrinkung in O’Caml ist notwendig, da Klassen als einfache Ausdriicke in einem Typsystem
mit ML-Polymorphie nicht ohne weiteres untergebracht werden konnen, ohne den Benutzerkomfort
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5.1 Syntax der Sprache L.

Basierend auf diesen Uberlegungen erweiteren wir die kontextfreie Grammatik von Aus-
driicken um Klassen und einen new-Operator zur Instantiierung von Klassen. Zur Rea-
lisierung des Erbens von Basisklassen verallgemeinern wir das Konzept der Reihen zu
sogenannten Klassenrimpfen. Ein Klassenrumpf besteht aus einer beliebigen Anzahl von
inherit-Anweisungen, gefolgt von einer Reihe.

Definition 5.1 (Abstrakte Syntax von L.)

(a) Die Menge Body aller Klassenriimpfe b ist durch die folgende kontextfreie Gram-
matik definiert:

b := inherit a,...,a; frome; by | r

Fiir aq, ..., ax schreiben wir kurz A und betrachten A gleichzeitig als Menge, also
A={ay,...,a;}. Ist A =10, so schreiben wir kurz (inherit e; b;).

(b) Die Menge Ezxp aller Ausdriicke e von L. erhdlt man durch folgende Erweiterung
der kontextfreien Grammatik von L,:

e == class(self) bend | newe,

Eine inherit-Anweisung ist dabei wie folgt zu verstehen: Der Ausdruck e wird ausge-
wertet, bis eine Klasse erreicht ist, die exakt die Attribute aq, . .., a, enthélt. Die in dieser
(Basis-)Klasse enthaltene Reihe wird anschliefiend anstelle der inherit-Anweisung in die
erbende Klasse eingesetzt. Samtliche inherit- Anweisungen stehen stets am Anfang einer
Klasse, also vor der eigentlichen Reihe.

In einem new-Ausdruck wird zunéchst der Teilausdruck e; ausgewertet, bis eine Klasse
erreicht ist, und anschlieend wird aus der Klasse ein Objekt konstruiert, indem die Reihe
dieser Klasse in ein neues Objekt eingesetzt wird. Wichtig ist hierbei, dass eine Klasse
fertig ausgewertet ist, wenn sie nur noch eine Reihe enthélt, d.h. wenn alle inherit-
Anweisungen durch die Reihen aus den Basisklassen ersetzt wurden.

Geméf der Definition ist klar, dass Row C Body gilt, d.h. wenn etwas fiir alle Klas-
senriimpfe b € Body gezeigt wird, ist es damit auch fiir alle Reihen r € Row gezeigt.

Wie zuvor fiir Reihen fordern wir nun allgemeiner fiir Klassenriimpfe, dass alle Attri-
bute in einem Klassenrumpf disjunkt sein miissen. Das schliefit insbesondere die geerbten
Attribute mit ein. Damit ist dann mehrfaches Erben von der gleichen Klasse ausgeschlos-
sen. Diese Einschrinkung erleichtert die Betrachtung der Semantik und des Typsystems
erheblich.

Will man mehrfaches Erben von der gleichen Klasse oder mehrfaches Erben von Klas-
sen mit gleichen Attributnamen zulassen, kénnte man fiir inherit-Anweisungen ein
Prafix einfithren, so dass Attribute beim Erben automatisch mit dem Préfix versehen
werden, und damit innerhalb der Subklasse eindeutig sind. Die Syntax hierfiir wiirde
dann wie folgt aussehen

inherit ay,...,a, from e as s; b,

zu reduzieren.
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wobei s ein spezieller Superklassenname aus einer entsprechenden Menge Super wéire.
Die Attribute aq,...,a, der Basisklasse wiirden dann beim Erben zu s.aq, ..., s.a, um-
benannt, und wiren somit eindeutig innerhalb der Subklasse, sofern der Name s eindeutig
ist. Dies entspricht im Wesentlichen der Vorgehensweise bei C++, wobei dort die Identi-
fizierung — statt {iber einen frei wéhlbaren Namen — iiber den Basisklassennamen erfolgt.

5.2 Operationelle Semantik der Sprache L.

Da Klassen als first-class-citizens in die Programmiersprache eingefithrt werden, muss
fiir Klassen eine entsprechende Wertsemantik definiert werden. Wie im vorangegangenen
Abschnitt bereits angedeutet, miissen zumindest alle inherit-Anweisungen ausgewertet
sein, bevor eine Klasse als fertig ausgewertet betrachtet werden kann.

Die dann entstehende Reihe darf aber innerhalb einer Klasse nicht ausgewertet werden.
Eine Klasse wird damit als Wert betrachtet, wenn sie nur noch aus einer Reihe besteht.

Definition 5.2 (Werte und Reihenwerte) Die Menge Val C Exp aller Werte v von
L. erhdlt man, indem man die Produktion

v == class(self) r end

zur kontextfreien Grammatik von £, (vgl. Definition hinzunimmt.

Fiir eine rein funktionale Basissprache ohne Rekursion und Exceptions wére auch eine
Vorauswertung von Klassen zuléssig. In diesem Fall wiirden die rechten Seiten der At-
tribute schon vor einer Instantiierung der Klasse ausgewertet, und instantiierte Objekte
wéren damit unmittelbar Werte.

5.2.1 Frei vorkommende Namen und Substitution

Fiir die neuen Formen von Ausdriicken ist sofort ersichtlich, wie die Definition der frei
vorkommenden Namen zu erweitern ist. Bei inherit-Anweisungen hingegen ist dies nicht
so offensichtlich. Zunéchst ist hier zu beachten, dass alle geerbten Attribute als Bindungs-
mechanismen fiir den folgenden Klassenrumpf auftreten. Dies ist auch der Grund, warum
die geerbten Attribute in der Subklasse explizit aufgefiihrt werden miissen’}

Weiterhin ist self frei in inherit-Anweisungen. Grund hierfiir ist, dass im Typsystem
der Objekttyp der umgebenden Klasse benotigt wird (siehe (INHERIT) in Definition [5.9)),
und somit zum Beweis des Koinzidenzlemmas fiir die neue Programmiersprache self frei
in inherit-Anweisungen sein mus{]

Definition 5.3 (Frei vorkommende Namen)

(a) Die Menge free (e) aller im Ausdruck e € Ezxp frei vorkommenden Namen erhilt
man durch folgende Verallgemeinerung von Definition [2.5}

free (class (self) b end) = free(b)\ {self}

free (newe) = free(e)

3In einer getypten Programmiersprache kénnten diese Informationen, #hnlich wie in O’Caml, automa-
tisch durch das Typsystem inferiert werden.
4 Alternativ kénnte auch das Koinzidenzlemma umformuliert werden.
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(b) Die Menge free (b) aller im Klassenrumpf b € Body frei vorkommenden Namen ist
wie folgt definiert:

free (inherit A from e; b) = {self} U free(e) U free (b) \ A

Die Menge Exp* ist nach wie vor so definiert, dass Ausdriicke aus dieser Menge nur
freie Vorkommen von Variablennamen enthalten diirfen, jedoch keine freien Vorkommen
von Attribut- und Objektnamen (vgl. Definition . Die Reiheneinsetzung ist ebenfalls
wie zuvor definiert (vgl. Definition [2.7)).

Definition 5.4 (Substitution)

(a) Fir ¢/ € Exp, e € Ezp* und id € Id erhélt man den Ausdruck €'[¢/;4], der aus €
durch Substitution von e fiir id entsteht, durch Erweiterung von Definition

, . _ [class(self) b end falls id = self
class (self : 7) b end[*/u] = {class (self) b[°/ia) end sonst
(newe')[*/ia] = newe'[*/i]

(b) Fur b € Body, e € FExp* und id € Id erhélt man den Klassenrumpf b[¢/;4], der aus
b durch Substitution von e fiir id entsteht, durch folgende Verallgemeinerung von

Definition 2.8
. . . vies 1 Jinherit A from €'[¢/;4]; b falls id € A
(inherit A from ¢; b)[/.4] = { Tl b

inherit A from €'[°/,4]; b[°/i4] sonst

5.2.2 Small step Semantik

Die zuvor intuitiv dargestellte Semantik der Programmiersprache £. wird nun formali-
siert, indem small step Regeln definiert werden, mit denen Berechnungen von Program-
men durchgefiihrt werden koénnen:

Definition 5.5 (Giiltige small steps fiir £.) Ein small step e —. ¢/ mit e, ¢’ € Exp,
b —y U mit b,/ € Body oder r —, " mit r,r" € Row, heilit giiltig fir L., wenn er sich
mit den small step Regeln von £, (vgl. Definition [2.10]), sowie den folgenden zusitzlichen
small step Regeln fiir Ausdriicke

b — b
class (self) b end —. class (self) v/ end
e —ve €
newe —, new e’

(CLAss-EvaAL)

(NEW-EVAL)

(NEwW-EXEC) new (class (self) r end) —. object (self) r end

und den neuen small step Regeln fiir Klassenriimpfe
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b — v

inherit A from e; b —; inherit A from e; V'
e —. €

inherit A from e; r —, inherit A from ¢’; r

(INHERIT-RIGHT)

(INHERIT-LEFT)

(INHERIT-EXEC)  inherit A from (class (self) r; end); 1o —, 71 S 1o
falls dom, (r;) = A

herleiten lasst.

Die Regel (CrAss-EvAL) wertet eine Klasse solange aus, bis an Stelle des Klassen-
rumpfs nur noch eine Reihe vorhanden ist. AnschlieBend ist die Klasse nach Definition
(Werte und Reihenwerte) ein Wert.

Zur Instantiierung von Klassen wird zundchst mit (NEwW-EVAL) der Ausdruck rechts
vom new-Operator ausgewertet. Ergibt sich fiir diesen Ausdruck anschlieend ein Klas-
senwert, so erzeugt (NEW-EXEC) daraus ein neues Objekt.

Die Vererbung erfolgt in drei Schritten: Zunéchst wird mittels (INHERIT-RIGHT) der
restliche Klassenrumpf zu einer Reihe ausgewertet. AnschlieBend wertet (INHERIT-LEFT)
den Ausdruck zu einem Klassenwert aus. Zuletzt setzt (INHERIT-EXEC) die Reihe der
ausgewerteten Basisklasse in die Subklasse ein, so dass am Ende in der Subklasse nur
noch eine Reihe steht, und diese damit ebenfalls ein Klassenwert ist.

Wichtig ist insbesondere, dass (INHERIT-EXEC) nur dann anwendbar ist, wenn die
im inherit-Ausdruck angegebenen Attribute exakt mit den Attributen der Basisklasse
iibereinstimmen. Denn aus dom, (r1) = A folgt dom, (r1) N dom, (ro) = 0, also ist 1 &1y
definiert (vgl. Definition [2.3). Aufgabe des Typsystems fiir £, ist also u.a. sicher zu
stellen, dass diese Bedingung stets erfiillt ist.

Intuitiv ist sofort ersichtlich, dass auch die erweiterte small step Semantik immer noch
eindeutig ist. Der Beweis erfolgt wie zuvor, indem zunéchst gezeigt wird, dass fiir Werte
kein small step existiert, und anschlieflend allgemein, dass fiir jeden Ausdruck, jede Reihe
und jeden Klassenrumpf hochstens ein small step existiert.

Lemma 5.1 (Werte und small steps)
(a) v 4 fir alle v € Val.
(b) w A fir alle w € RVal.

Beweis: Trivial. O

Satz 5.1 (Eindeutigkeit des Ubergangsschritts)
(a) Fir jeden Ausdruck e € Exp existiert hochstens ein € € Exp mit e — €.
(b) Fiir jede Reihe r € Row ezistiert hochstens ein ' € Row mit r —, r'.

(¢) Fiir jeden Klassenrumpf b € Body existiert hichstens ein b’ € Body mit b — b/,

Beweis: Leicht durch simultane Induktion iiber die Struktur von e, » und b zu bewei-
sen. O
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5.2.3 Big step Semantik

Fiir die Programmiersprache £, ldsst sich dhnlich wie zuvor in Abschnitt fiir die
Programmiersprache £, eine dquivalente big step Semantik angeben:

bUbT

(CLASS) class (self) b end . class (self) r end
e |, class (self) r end
(NEW) new ¢ |}, object (self) r end
(Inmprrry D Yere ¢ Ve class (self) riend dom, (n) = A

inherit A from e; b |, r1 ® 1o

Es sei dem Leser iiberlassen, sich davon zu iiberzeugen, dass diese Semantik tatsichlich
aquivalent zur im vorangegangenen Abschnitt beschriebenen small step Semantik ist.

5.3 Typsystem

Betrachtet man die Syntax und Semantik der Programmiersprache L., so wird schnell
klar, dass die Hinzunahme von Klassen ein komplexeres Typsystem notwendig macht.
Wahrend bei Objekten im Typsystem das Prinzip des information hiding durchgesetzt
wird, miissen fiir Klassen im Typsystem detailierte Informationen bereitgehalten werden,
insbesondere miissen die Typen der enthaltenen Attribute nach auflen sichtbar sein.

Noch wichtiger im Hinblick auf Klassen ist jedoch die Tatsache, dass Klassen auf unter-
schiedliche Weise verwendet werden kénnen. Betrachten wir beispielsweise eine einfache
Klasse:

let ¢; = class (self) method myself = self end

Von dieser Klasse ¢; konnte nun mit new eine Instanz erstellt werden, und fiir das
entstehende Objekt wiirde man mit den Typregeln der Sprache L' (ohne Subtyping)
den Typ pt.(myself : t) herleiten. RiickschlieBend konnte man also der Methode myself
in der Klasse c; genau diesen Typ zuordnen.

Natiirlich konnte man von dieser Klasse ¢; auch erben. Betrachten wir dazu also die
folgende Klasse:

let c; = class (self) inherit ¢;; method one = 1 end

Fiir jede Instanz dieser Klasse wiirde man dann in £ (ohne Subtyping) den Typ
pt.(myself : t; one : int) herleiten, welcher offensichtlich nicht mit dem Typ fiir In-
stanzen von c¢; iibereinstimmt.

Die Methode myself ist also nur an einer einzigen Stelle definiert. Basierend auf In-
stanzen der Klassen ¢; und ¢y haben wir jedoch zwei unterschiedliche Typen fiir diese
Methode hergeleitet. Der Grund hierfiir ist der unterschiedliche Typ von self in ¢; und
co. In O’Caml benutzt man aus diesem Grund ML-Polymorphie fiir die self-Typen von
Klassen, d.h., self kann fiir die unterschiedlichen Verwendungszwecke dynamisch mit
einem passenden Typ versehen werden, welcher das Gesamttypurteil giiltig macht.

Wir werden fiir die Programmiersprache L£! zeigen, dass Subtyping-Polymorphie aus-
reichend ist, um dieses Problem zu l6sen. Dazu belassen wir beim Erben den Typ von
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self in der Basisklasse bestehen und fordern lediglich, dass die Subklasse im self-Typ
kleiner ist als die Basisklasse. Diese Vorgehensweise entspricht im Ergebnis dem in Java
oder C++ verwendeten Mechanismus (vgl. [AC96, S.23f]).

5.3.1 Syntax der Sprache L/,

Das Typsystem der Programmiersprache £ muss um Klassentypen erweitert werden.
Da wir Klassen als first-class-citizens der Programmiersprache eingefiithrt haben, miissen
Klassentypen in die Menge Type aufgenommen werden.

Definition 5.6 (Typen)

(a) Die Menge Type aller Typen 7 von L. ist durch folgende Erweiterung der kontext-
freien Grammatik von £! (Definition [2.14)) definiert:

T ou= (1 9)
(b) Die Menge RType aller Reihentypen ¢ von L! definieren wir durch Hinzunahme der
Produktion
¢ = a:T; P

zur kontextfreien Grammatik der Programmiersprache £! (Definition 2.14]), wobei
wie fiir Methodennamen auch fiir Attributnamen gilt, dass alle Vorkommen in
einem Reihentypen paarweise verschieden sein miissen. Fiir Objekttypen sind aber
nach wie vor nur Reihentypen zugelassen, die ausschlieSlich Typen fiir Methoden
enthalten.

(c) Des Weiteren seien Funktionen dom, und dom,, auf RType definiert, die jeweils
die in einem Reihentyp vorhandenen Attribut- oder Methodennamen auflisten, so-
wie eine Funktion methods, die aus einem Reihentyp alle Typinformationen iiber
Attribute entfernt.

Ein Reihentyp enthilt nun neben Typinformationen iiber die Methoden in einer Rei-
he auch Typinformationen iiber die Attribute in einer Reihe. Dariiber hinaus werden
Reihentypen in £! nicht nur als Typen fiir Reihen, sondern ebenfalls als Typen fiir Klas-
senriimpfe verwendet. Hintergrund dieser Anderung ist die Feststellung, dass im Rahmen
von Vererbung die Typen von Klassen, im Gegensatz zu den Objekttypen, auch Infor-
mationen iiber die vorhandenen Attribute aufweisen miissen.

Die Vereinigung von Reihentypen, geschrieben als ¢; @ ¢, ist wie zuvor definiert
(Definition , wobei fiir Reihentypen nun auch die Typen gemeinsamer Attribute
iibereinstimmen miissen.

Ein Klassentyp ((71 : ¢) besteht aus zwei Komponenten: Dem Objekttyp 71, also dem
Typ, der bei einer Instantiierung der Klasse dem entstehenden Objekt zugewiesen wird,
und dem Reihentyp ¢, welcher alle Typinformationen der Klasse enthélt. Alternativ
konnte man auch den Objekttyp implizit aus den Typinformationen der Klasse gene-
rieren, allerdings wére es dann nicht moglich, sogenannte abstrakte Basisklassen oder
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Interfaces zu typenﬂ Diese legen eine bestimmte Schnittstelle fest, ohne jedoch konkret
alle Methoden der Schnittstelle zu implementieren. Beispielsweise spezifiziert der Typ

C(ut.(push : int — t; pop : t; top : int; ) : 0)

eine gemeinsame Schnittstelle fiir Stack-Klassen. Eine (abstrakte) Basisklasse dieses Typs
wiirde lediglich einen Teil der Schnittstelle erbender Klassen festlegen, jedoch keine Im-
plementierung vorschreiben. Eine solche Basisklasse wird auch als abstrakter Datentyp
(ADT) bezeichnet.

Wichtig hierbei ist, zu beachten, dass von derartigen abstrakten Basisklassen lediglich
geerbt werden kann. Es diirfen keine Instanzen dieser Klassen konstruiert werden, da
sonst die Programmiersprache nicht typsicher wire.

5.3.2 Typsystem der Sprache £/

Zur Definition des Typsystems der Programmiersprache £) miissen wir die Aquivalenz-

und Subtyprelationen um die neuen Klassentypen erweitern. Dazu verallgemeinern wir
zunéchst die Definition der Typkonstruktoren (vgl. Definition [4.3):

Definition 5.7 (Einfache Typen und Typkonstruktoren)

(a) Die Menge SType C Type aller einfachen Typen 7y ist definiert als Einschrankung
der Menge Type aller Typen auf die primitiven Typen und die Klassentypen:

SType = {bool,int,unit} U {{(7 : ¢)|T € Type, ¢ € RType}
(b) Die Menge T'Cons der Typkonstruktoren wird neu definiert durch
TCons = SType U {—=}U{(my;...;m,)|n € N,mq,...,m, € Method},
wobei wie zuvor die Methodennamen in (my;...;m,) disjunkt sein miissen.

Die Idee der einfachen Typen 7, € SType ist, dass auf diesen Typen kein Subtyping
definiert ist. Fiir die primitiven Datentypen war das bisher bereits der Fall. Neu hinzu
kommt, dass auch auf Klassentypen kein Subtyping moglich ist. Der Grund dafiir wird
spater im Beweis der Typsicherheit ersichtlich. Intuitiv kann man sich vorstellen, dass
jegliche in Klassentypen enthaltene Typinformation immer erhalten bleiben muss. An-
hand der Ergebnisse aus den zuvor betrachteten Sprachen ist klar, dass Subtyping auf
Objekttypen fiir eine objekt-orientierte Programmiersprache ausreichend ist.

Die Funktionen root, arity und child aus Definition sind dann lediglich durch
einen Fall fiir Klassentypen zu erweitern. Da auf Klassentypen kein Subtyping moglich
sein soll, sind diese wie primitive Typen zu behandeln. Die Relation ~ ist dann wie zuvor
fiir die Programmiersprache £* definiert (vgl. Definition . Die Subtyprelation < aus
Definition muss wie nachfolgend dargestellt erweitert werden:

SWir benutzen die aus C++ bekannte Vorgehensweise, zwischen abstrakten Basisklassen und Interfaces
nicht zu unterscheiden (vgl. [Str00, S.331f]).
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Definition 5.8 Die Relationen <, werden wie zuvor induktiv durch

S0 = Type’
Sap1 = {(7.7') € Type® | root (1) = root (') € SType}
U {(r,7") € Type? | root (1) = root (7') = —
A childy (') 5, childy (7) A childs () %, childs (')}
U {(r,7) € Type*| root (1) = (ma;...;mpqs) A root (7') = (ma;...;m)
AV1 <i<k: child; (1) S, child; (')}

definiert, und die Relation < ist wie zuvor durch

S = mneN 5"

als Durchschnitt aller Relationen 5,, definiert.

Lemma 5.2 (Ordnungseigenschaften der Aquivalenz- und Subtyprelation)
(a) Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation.
(b) Die Relation 5 ist eine Quasiordnung.
(¢) V1,7 € Type : T<STANT' ST & 7~ 7

Beweis: Analog zum Beweis der entsprechenden Lemmata fiir die Programmiersprache

L' (Lemma und die Programmiersprache £ (Lemma und [4.13)). O

Damit lésst sich fiir die neuen Typrelationen ein Aquivalenz- und ein Subtypinglemma
formulieren. Die Beweise dieser Lemmata erfolgen wie zuvor, indem eine entsprechende
generierende Funktion konstruiert wird, und gezeigt wird, dass die jeweilige Relation

Fixpunkt dieser Funktion ist (vgl. Lemma {4.4{ und 4.16)):

Lemma 5.3 (Aquivalenz-Lemma fiir L) T~ 7 gilt genau dann, wenn eine der fol-
genden Aussagen zutrifft:

(a) 7= pty.... pto.7s und 7 = pty. ... pty,.7s mit T, € SType

(b) T=uly.... 1wy 11 — T2 und T = /“gl oo ,utAm%l — Tp mit
- A 17 m T ~ [T m
71| /ti]?zl ~ 71 /fi]i:1 und 7| /ti];;l ~ 7ol /fi]izl

(c) T= pity. .. .,wzn.(ml STL e Mgy - Thay) und
T = puty... .,utm.(mlA : %177;1. C M Ty
mit 7;[7 /Ly ~ T[T/ 4], fir alle j =1,...k

Lemma 5.4 (Subtyping-Lemma fiir £!) 7 < 7/ gilt genau dann, wenn eine der fol-
genden Aussagen zutrifft:

(a) T~ 7" ~ Ts mit s € SType
(b) T~1 =1 und 1t ~71 — 75, mit ) ST und o < T

(¢c) T~ (my T . ;Mpgy s Tepr) und 7~ (my 2 7). . ;mg 2 7))
mit 7, S 7! fir allei=1,...k
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Basierend auf den erweiterten Relationen ~ und < kénnen wir nun Typregeln fiir die
Programmiersprache L aufstellen, um die zuvor intuitiv beschriebene Funktionsweise
des Typsystems zu formalisieren:

Definition 5.9 (Giiltige Typurteile fiir £f) Ein Typurteil I' >, e :: 7 oder I'>, b :: ¢
heiBt giltig fiir £, wenn es sich mit den Typregeln fiir die funktionale Kernsprache aus
Definition sowie den Typregeln fiir Objekte und Klassen

I'peex(m:T; o)

(SEND) > e#m T
, Lo we(m:T; o)
(SEND’) I'>e wHEM =1
oy ¥ /saf] Br 7@ T ~ (methods (¢))
(OBIECT") [' >, object (self : 7) rend :: 7
Poeself i Vi=1...n:Tp>ca; o Al >y
(Dupr) o {{(ag=e1;...5a, =€)} 0 T
F*[T/self] Dy b ¢ T 5 <m€th0d8 (¢)>
(Crass) I' >, class (self : 7) bend :: (T : ¢)
(NEW) e ex((r: @) 7~ (methods (o))
I' b newe :: 7
.. / ! <
(SuBsUME’) 'veext 73571

I'beenr
und den verallgemeinerten Typregeln fiir Reihen und Klassenriimpfe

(EMPTY) T'p>pexl
“peext T /o bpriag

(ATTR) F Dr Val a = 6; T (CL . '7—7 @) @ ¢
I'beext I'bprig
(METHOD) >, method m =e;r:: (m:7;0) @ ¢
.. * .. . - ¢(a) - /
(INHERIT) Lo self i T oeen (1 @) domg(¢) =A T[Y/] cavr b

I’ >, inherit A from e; b:: ¢ D ¢’

herleiten lasst. Wie zuvor gilt, dass die spezielle Typregel (SEND’) lediglich fiir den Be-
weis der Typsicherheit von £ benotigt wird, also in einem moglichen Typechecker nicht
implementiert werden muss.

Die Typregeln (SEND), (SEND’), (DUPL) und (SUBSUME’) stimmen mit den gleich-
namigen Typregeln der Programmiersprache £5™ iiberein und sind nur aus Griinden der
Ubersichtlichkeit hier aufgefiihrt. Die Typregel (OBJECT”) entspricht im Wesentlichen
der (OBJECT’)-Regel, wobei hier darauf zu achten ist, dass nur die Typen der Methoden
aus dem Reihentyp in den Typ des Objekts aufgenommen werden.

Wie bereits angedeutet, soll das Typsystem fiir £, abstrakte Basisklassen zulassen.
Folglich fordert die Typregel (CLASS) lediglich, dass alle im Klassenrumpf présenten
Methoden auch im Objekttyp aufgelistet sind. Umgekehrt miissen aber nicht alle im
Objekttyp spezifizierten Methoden auch tatsédchlich im Klassenrumpf vorhanden sein.
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Bei der Instantiierung von Klassen muss allerdings dafiir Sorge getragen werden, dass
exakt die angegebenen Methoden im instantiierten Objekt vorhanden sind. Dies wird
durch die zweite Pramisse der (NEW)-Regel sichergestellt.

Die Typregeln (EMPTY) und (METHOD) sind wieder wie zuvor definiert. Die (ATTR)-
Regel unterscheidet sich von der in den vorangegangenen Sprachen benutzten Typregel
(ATTR), da nun auch die Typen der Attribute in den Reihentyp aufgenommen werden.

Die tatséchlich interessante Neuerung ist die (INHERIT)-Regel fiir das Subclassing.
Durch die ersten beiden Préamissen wird sichergestellt, dass der Objekttyp der erbenden
Klassen kleiner ist, als der Objekttyp der Basisklasse, und zwar durch die Formulierung
der ersten Préamisse, die es erlaubt, bei der Bestimmung des self-Typs (SUBSUME’)
anzuwenden. Alternativ konnte die erste Pramisse auch umformuliert werden zu:

L(self)=17 NT'5T

Die dritte Pramisse stellt sicher, dass die Attribute der Basisklasse, reprisentiert durch
den Reihentyp ¢ der Basisklasse, exakt mit den in der inherit-Anweisung angegebenen
Attributen iibereinstimmen. Die letzte Pramisse iiberpriift dann, ob sich mit den geerbten
Attributen fiir den restlichen Klassenrumpf ein Typ herleiten lésst.

5.3.3 Typsicherheit

Zum Beweis der Typsicherheit der Programmiersprache £! muss zunichst wieder die
Menge Val der Werte an die getypte Syntax angepasst werden, in dem die Produktion
fiir Klassenwerte durch die neue Produktion

v == class(self : 7) r end

ersetzt wird. Weiterhin miissen die small step Regeln (CrAss-EvAL), (NEw-EXEC) und
(INHERIT-EXEC) an die getypte Syntax angepasst werden:

b —b b
class (self : 7) b end —, class (self : 7) b’ end

(Crass-EvaL)

(NEW-EXEC) new (class (self : 7) r end) —. object (self : ) r end

(INHERIT-EXEC) inherit A from (class (self : 7) ry end); 1o = 1 B 1o
falls dom, (r1) = A

Insbesondere wird bei der Instantiierung von Klassen der in der Klasse angegebene Ob-
jekttyp fiir das entstehende Objekt benutzt. Dies ist zuldssig, denn nach Typregel (NEW)
enthélt der Objekttyp einer zu instantiierenden Klasse ausschliefilich Methoden.

Die Typsicherheit beweisen wir wie iiblich, indem wir zeigen, dass small steps typer-
haltend sind, und dass ein abgeschlossener, wohlgetypter Ausdruck entweder bereits ein
Wert ist, oder fiir diesen ein small step existiert.

Dazu formulieren wir zunéchst die wohlbekannten Lemmata, wobei die Aussagen im
einzelnen teilweise auf Klassenriimpfe verallgemeinert werden miissen. Die Beweise der
Lemmata iiberspringen wir fiir £!, da diese véllig analog zu den bisher betrachteten
Programmiersprachen verlaufen.

Lemma 5.5 (Typumgebungen und frei vorkommende Namen)
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(a) VI' € TEnv,e € Exp,7 € Type : ' > e :: 7 = free(e) C dom (I)

(b) ¥I' € TEnv,b € Body,p € RType : I' > b:: ¢ = free (b) C dom (I")

Beweis: Simultane Induktion iiber die Lénge der Typherleitungen mit Fallunterschei-
dung nach der letzten Typregel. Die neuen Fille folgen dabei unmittelbar nach Indukti-
onsvoraussetzung, wobei zu beachten ist, dass self frei ist in inherit-Anweisungen. O

Lemma 5.6 (Koinzidenzlemma fiir £?)
(a) VI'1,I'y € TEnv,e € Exp,7 € Type : I'1 > e T AT =pee(e) 2 = Ta et
(b) VI'1,I'y € TEnv,b € Body,¢ € RType : I'y > b::p ATy =peey s = Tap b g

Beweis: Auch hier erfolgt der Beweis wie iiblich durch simultane Induktion iiber die
Lange der Herleitung der Typurteile. Die Félle fiir die neuen Typregeln folgen dabei
leicht mit Induktionsvoraussetzung und Lemma [2.4] O

Lemma 5.7 (Typurteile und Substitution) Sei id € Id\ Self, I' € TEnv, 7 € Type
und e € Exp. Dann gilt:

(a) Ve' € Exp N1 € Type : U7 )] > € =T AT* et = T[T

(b) Vb € Body : V¢ € RType : I'[" /gl > b AT > e = T > b[*/ig] it ¢
Beweis: Simultane Induktion tiber die Lénge der Typherleitungen I'["/;4] > €’ :: 7/ und
[ /ia] > b i ¢. Die Félle fiir die neuen oder gednderten Typregeln folgen unmittelbar

mit Induktionsvoraussetzung, Lemma [2.4| und dem Koinzidenzlemma fiir die Program-
miersprache L% (Lemma [5.6]). 0

Die Nutzung des speziellen Substitutionslemmas fiir self beschrénkt sich nach wie vor
auf das Auffalten von Objekten, so dass sowohl die Formulierung als auch der Beweis des
Lemmas im Wesentlichen von den vorangegangenen Programmiersprachen iibernommen
werden konnen:

Lemma 5.8 (Typurteile und self-Substitution) Sei I' € TEnv, self € Self,
T € Type und r € Row. Dann qilt:
(a) Wenn fir e € Ezp und 7' € Type
1. T serf] > €07,
2. I'* > object (self : 7) r end :: 7 und
3. Va € dom (I') N Attribute, 7, € Type : IT* > r(a) =7, & I'>auT,
gilt, dann gilt auch T > e[obiect(selfir) rend /100 7/,
(b) Wenn fiir ' € Row und ¢ € RType
1. L[ ser] &> ' 22 9,
2. I'* > object (self : 7) r &’ end :: 7 und
3. Ya € dom (I') N Attribute, 7, € Type : T* > r(a) =17, © ' auT,
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gilt, dann gilt auch T p/[oPect (selfir) r&rend /1. gy

Insbesondere trifft das Lemma keine Aussage iiber self-Substitution in Klassenriimp-
fen, stattdessen beschréinkt es sich ausschlieBlich auf Ausdriicke und Reihen. Die Idee
dahinter ist sehr einfach: Klassenriimpfe konnen nur direkt innerhalb von Klassen vor-
kommen. self-Substitution tritt jedoch nur beim Auffalten von Objekten auf. Zwar kann
eine Klasse innerhalb eines Objekts auftreten, jedoch endet nach Definition die self-
Substitution vor der Klasse und wird nicht fortgefiihrt in den Klassenrumpf.

Beweis: Erfolgt analog zum Beweis des Lemmas fiir die fritheren Programmiersprachen.
Fiir (Crass) und (OBJECT”) ist dabei — wie bereits angedeutet — nichts zu zeigen.
Fir (NEw) und (ATTR) folgt die Behauptung leicht mit Induktionsvoraussetzung und
Lemma (Typumgebungen und frei vorkommende Namen). O

Neben den zuvor aufgefithrten, bekannten Lemmata bendtigen wir zum Beweis der
Typerhaltung fiir die Programmiersprache £! zwei neue Lemmata. Das erste Lemma
sichert dabei, dass der Ubergang zu einem kleineren Typ fiir einen Eintrag in der Typ-
umgebung keinen Einfluss auf den Typ hat, welcher fiir Ausdriicke und Klassenriimpfe
hergeleitet werden kann:

Lemma 5.9 (Subtyping und Typumgebungen) Sei I' € TEnv, id € Id und seien
7,7 € Type mit 7' < 7. Dann gilt:

~

(a) Ye € Exp,7 € Type : T )] > e = T Ju]>e:t
(b) ¥b € Body,¢ € RType : T[" /] > b = T[7 [ b b

Beweis: Wir fiihren den Beweis wie iiblich durch simultane Induktion {iber die Lénge
der Herleitung der Typurteile I'["/;4] > e :: 7 und I'[7/;4] > b :: ¢, wobei wir jeweils nach
der zuletzt angewandten Typregel in der Herleitung unterscheiden. Dazu betrachten wir
folgende Félle:

1.) T[ /] > id’ :: 7 mit Typregel (ID)

Falls id = id’, so gilt T'["/;4)(id") = 7, also insbesondere 7 = 7. Das heifit, es gilt
weiter I'[" /;4](id") = 7/, und da nach Annahme 7' < 7 gilt, folgt die Behauptung
mit Typregel (SUBSUME’).

Anderenfalls, fiir id # id’, gilt T["/:4](id") = T'[7 /4](id") = #, also ist nichts zu

zeigen.

2.) I'["/ia] > €1 ey :: 7 mit Typregel (ApP)

Das kann nur aus Pramissen der Form T'["/;4] > eq :: 7o — 7 und T'[7 /4] > €3 11 72
folgen. Nach Induktionsvoraussetzung gilt dann auch

F[T,/Z-d] > oep Ty — T,
sowie

D[ /i > g 2 7.
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Damit folgt unmittelbar
F[Tl/id] > eqeg T

mit Typregel (APP).

3.) T'["/:a] > inherit A from e; b :: ¢ @ ¢’ mit Typregel (INHERIT)

Dieses Typurteil kann ausschlieflich aus den Voraussetzungen I'[7/;4] > self :: 7,
([ /ia))* & e (7 + @), domg (¢) = A und T[7/:a][*“/a],ca & b i ¢ folgen. Fiir
die erste Pramisse folgt unmittelbar mit Induktionsvoraussetzung, dass auch

L[ /] > self == 7

gilt.
Falls id € Var, so gilt (I'[" /:a])* = T*[" /4], also folgt nach Induktionsvoraussetzung

/

[ /i) > e (T 2 ),
und wegen I'*[™ /;4] = (T'[7' /:a])* folgt somit
(O /i) > e ((F 2 9).

Anderenfalls, fiir id € Id \ Var, gilt (I'[7/:])* = T* = (I'[" /:])*, also ist nichts zu
zeigen.

Fiir die letzte Pramisse folgt mit einer analogen Argumentation, dass auch

L7 /i)l falen & 02 ¢

gilt.

Somit folgt insgesamt mit Typregel (INHERIT) aus den bisherigen Ergebnissen,
dass

I'[" /] > inherit A from e; b:: ¢ @ ¢

gilt, was zu zeigen war.

Die restlichen Falle verlaufen dhnlich. O

Speziell zum Beweis der Typerhaltung benétigen wir fiir £ noch ein weiteres Lemma,
welches im Fall der small step Regel (INHERIT-EXEC) zum Einsatz kommt, die einen
inherit-Klassenrumpf mit einer Klasse vereinfacht zu einer Konkatenation zweier Reihen.
Entsprechend spezifiziert das Lemma, unter welchen Bedingungen sich fiir die durch
Konkatenation enstandene Reihe ein bestimmter Typ herleiten lésst:
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Lemma 5.10 (Reihenkonkatenation) Seien 11,75 € Row sowie ¢1,¢po € RType mit
domg (11) N domg (r9) = 0 und ¢1 & ¢ definiert, und sei I' € TEnv eine beliebige Ty-
pumgebung. Dann gilt:

Forpcgr A F[¢1(“)/a]a€d0ma(¢l) Drogy = L'bri@ry: ¢ ® oo

Beweis: Die Behauptung ist leicht durch Induktion iiber die Struktur von r; zu bewei-
sen. -

Weiter miissen wir das Inversion-Lemma fiir die Programmiersprache L erweitern.
Wie iiblich beschrénken wir uns dabei auf die fiir die nachfolgenden Beweise interessanten
Aussagen:

Lemma 5.11 (Umkehrung der Typrelation)
(a) Wenn T > id :: 7, dann gilt T'(id) = 7" und 7" < 7.

(b) Wenn T' > class (self : 7) bend :: (7' : @), dann gilt T*["/se] > b2 ¢ und 7 =1’
mit T S (methods (¢)).

Beweis: Klar. O

Dank des vorangegangenen Lemmas kénnen nun Anwendungen der (SUBSUME’)-Regel
in den nachfolgenden Beweisen im Wesentlichen ignoriert werden. Damit kommen wir
nun zum Beweis des Preservation-Theorems. Wichtig in diesem Fall ist, dass die small
step Relationen —, und —, gesondert betrachtet werden miissen, entsprechend &ndert
sich die Aussage des Satzes:

Satz 5.2 (Typerhaltung, ,,Preservation®)
(a) VI' € TEnv : Ve, € Exp : N7 € Type : T* pexT Ne—.€ = ">
(b) ¥VI' € TEnv : Vr,r’" € Row : V¢ € RType : T'>rop Ar—.r' = I'pr' o
(¢c) ¥T' € TEnv : Vb, b € Body : Vo € RType : T > b Nb—p b/ = T’ b ¢

Beweis: Wie iiblich beweisen wir die Typerhaltung durch simultane Induktion iiber
die Lange der Herleitung der Typurteile I e 7, ' r 2 o und I' > b 2 ¢, mit
Fallunterscheidung nach der zuletzt angewendeten Typregel:

1.) I'* > class (self : 7) bend :: ((7 : ¢) mit Typregel (CLASS)

Dann gilt nach Voraussetzung (I'*)*["/sey] > b 2 ¢ mit 7 < (methods (¢)). Dann
kann der small step class (self : 7) b end — €' ausschlieBlich mit (CLASS-EVAL)
hergeleitet worden sein, was wiederum bedingt, dass ein small step b —;, b’ existiert
und ¢’ = class (self : 7) V' end gilt. Nach Induktionsannahme gilt also

(L) [/ serr] > 0" 2 9,
woraus dann unmittelbar mit Typregel (CLASS) folgt, dass auch
['* > class (self : 7) b’ end :: (7 : @)

gilt.
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2.) I'" > newe :: 7 mit Typregel (NEW)

Also miissen die Pramissen ['* > e :: ((7 : ¢) und 7 ~ (methods (¢)) erfiillt sein. Der
small step new e — ¢’ kann lediglich mit einer der small step Regeln (NEW-EVAL)
und (NEwW-EXEC) hergeleitet worden sein. Wir unterscheiden also nach der letzten
small step Regel in der Herleitung, und zeigen jeweils, dass die Behauptung gilt:

1.) newe —, ¢ mit small step Regel (NEW-EVAL)

Dann existiert ein ¢’ € Ezp, so dass ¢/ = newe” und e —, ¢ gilt. Die Be-
hauptung folgt dann unmittelbar mit Induktionsvoraussetzung und Typregel
(NEW).

2.) newe —, ¢ mit small step Regel (NEW-EXEC)

Dann gilt e = class (self : 7') r end und ¢’ = object (self : ') r end. Nach
Lemma [5.11] muss also

(T eyl > 722

gelten, mit 7 = 7. Wegen 7 ~ (methods (¢)) folgt daraus mit Typregel
(OBJECT”) schlieBlich die Behauptung

I'™* > object (self : 7) r end :: 7.

3) I'>vala=c¢;r:(a:T;0) D¢ mit Typregel (ATTR)

Dann gilt nach Voraussetzung I'* > e = 7 und I'["/,] > r = ¢. Der small step
val a = e; r —, 7’ kann nur mit einer der small step Regeln (ATTR-LEFT) oder
(ATTR-RIGHT) hergeleitet worden sein:

1.) val a = e; r —, 7’ mit small step Regel (ATTR-LEFT)

Dann existiert ein small step e —, ¢ und es muss 7 = (val a = ¢€;r)
gelten. Dann folgt die Behauptung mit Induktionsvoraussetzung und Typregel
(ATTR’).

2.) val a = e; r —, " mit small step Regel (ATTR-RIGHT)

In diesem Fall existiert ein small step r —, 7’ und es gilt e € Val und
r" = (val a = e; r"). Hier folgt die Behauptung ebenfalls leicht mit Indukti-
onsvoraussetzung und Typregel (ATTR’).

4.) T' > inherit A from e; b :: ¢ @ ¢’ mit Typregel (INHERIT)

Das kann nur aus Pramissen der Form I' > self :: 7, [ > e :: {(7 : ¢), dom, (¢) = A
und T'[?@ /,] 4> b :: ¢/ folgen. Dann kann der small step inherit A from e; b —, V/
ausschlieBlich mit einer der small step Regel (INHERIT-RIGHT), (INHERIT-LEFT)
oder (INHERIT-EXEC) hergeleitet worden sein. Entsprechend unterscheiden wir
nach der zuletzt angewandten small step Regel:

1.) inherit A from e; b —;, b’ mit small step Regel (INHERIT-LEFT)

Dann existiert nach Voraussetzung ein small step e —, €/, und es gilt b € Row
sowie O = inherit A from ¢’; b. Nach Induktionsannahme gilt

e :((r: 9)
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und mit Typregel (INHERIT) folgt somit unmittelbar, dass auch
I’ > inherit A from ¢’;b:: ¢ & ¢/
gilt.
2.) inherit A from e; b —;, ' mit small step Regel (INHERIT-RIGHT)

Dann muss gelten ¥’ = inherit A from ¢; b” und die Behauptung folgt &hnlich
einfach, wie im vorangegangenen Fall.

3.) inherit A from e; b —;, V' mit small step Regel (INHERIT-EXEC)

Das bedingt e = class(self : 7) 1 end, b = ro € Row und v/ = r; & 7.
Wegen Lemma existiert ein 77 € Type mit I'(self) = 7/ und 7" < 7.
Ebenfalls wegen Lemma gilt 7 = 7 und (I")*["/sey] > 71 2 ¢. Hieraus
lisst sich wegen (I')*[7/sei] =free (r1) T /seir] und Lemma [5.9| (Subtyping und
Typumgebungen) herleiten, dass auch

D[ /o] & 7122 @
und somit, dass
'eryo
gilt. Darauf nun lésst sich Lemma [5.10] (Reihenkonkatenation) anwenden, und
wir erhalten
Fer@r:odd,
und damit ist die Behauptung gezeigt.

Die restlichen Félle folgen wie in den Beweisen dieses Satzes fiir die vorangegangenen

Programmiersprachen (vgl. Satz und . a

Zum Beweis der Typsicherheit von £, fehlt noch das Progress-Theorem. Dazu formu-
lieren wir zunichst wieder ein Canonical Forms Lemma fiiv £, wobei wir uns auf die
Aussage fiir die einzig neue Form eines Wertes beschrinken:

Lemma 5.12 (Canonical Forms) Sei v € Val, 7 € Type, und gelte [| > v :: 7.
(a) Wenn 7 5 (7" : ¢'), dann gilt v = class (self : 7') r end.
Beweis:

(a) Nach Lemma [5.4| und Lemma [5.3| gilt 7 = ptq. ... put,.C(7" 1 ¢'), das heifit fiir das
Typurteil [] > v :: 7 kommen lediglich die Typregeln (CLASS) und (SUBSUME’)
in Frage, und die Behauptung folgt leicht durch Induktion {iber die Lénge der
Herleitung des Typurteils mit Fallunterscheidung nach der zuletzt angewandten
Typregel. O

Beim Progress-Theorem ist darauf zu achten, dass explizit zwischen Klassenriimpfen
und Reihen unterschieden werden muss: Fiir (echte) Klassenriimpfe b € Body \ Row
existiert keine Vorstellung von einem Wert, wie das fiir Ausdriicke und Reihen der Fall
ist. Stattdessen werden Klassenriimpfe zu Reihen ausgewertet, entsprechend ist der Satz
so formuliert, dass fiir echte Klassenriimpfe stets ein small step existieren muss.
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Satz 5.3 (Existenz des Ubergangsschritts, ,, Progress“)

(a) Ve € Exp,7 € Type: [|pexT = (e€ Val vV I’ € Exp:e —. €)

(b) ¥YI' € TEnv,r € Row,¢ € RType : TT>r ¢ = (r€ RValV Ir' € Row : r —, 1)

(¢c) VI' € TEnv,b € Body \ Row,$ € RType : T > b:: ¢ = 3’ € Body : b — V

Beweis: Wie iiblich fithren wir den Beweis durch simultane Induktion {iber die Lénge
der Typherleitungen [| > e :: 7, T > r 2 ¢ und I'" > b :: ¢, und unterscheiden jeweils
nach der letzten Typregel in der Herleitung:

1)

3.)

[] > object (self : 7) r end :: 7 mit Typregel (OBJECT”)

Nach Voraussetzung gilt also [self : 7] > 7 :: ¢ mit 7 ~ (methods (¢)), woraus nach
Induktionsannahme folgt, dass r entweder bereits ein Reihenwert ist, oder ein small
step r —, 1’ existiert.

Gilt bereits r € RVal, so gilt damit auch (object (self : 7) r end) € Val.

Falls andererseits ein small step r —, v’ existiert, so ldsst sich fiir den Gesamtaus-
druck ein small step object (self : 7) r end —. object (self : 7) ' end mit Regel
(OBJECT-EVAL) herleiten.

[] > class (self : 7) bend :: {(7 : ¢) mit Typregel (CLASS)

Das bedeutet, es gilt [self : 7] > b 2 ¢ mit 7 < (methods (¢)). Dann miissen wir
unterscheiden, ob b ein echter Klassenrumpf ist, oder ob b bereits eine Reihe ist.
Wenn b € Row, so ist nichts zu zeigen, denn dann gilt (class (self : 7) bend) € Val.

Sollte b € Body \ Row gelten, so existiert nach Induktionsvoraussetzung ein small
step b —, b, also existiert insgesamt mit Regel (CLASS-EVAL) ein small step
class (self : 7) b end —, class (self : 7) b’ end.

[] > newe :: 7 mit Typregel (NEW)

Dann gilt [] > e :: {(7 : ¢) mit 7 ~ (methods (¢)). Nach Induktionsvoraussetzung
ist e entweder bereits ein Wert, oder es existiert ein ¢/ € Type mit e —, €.

Falls e bereits ein Wert ist, so existiert nach Lemma (Canonical Forms) ein
r € Row mit e = class (self : 7) r end. Dann existiert mit Regel (NEW-EXEC)
ein small step new (class (self : 7) r end) —. object (self : 7) r end.

Existiert andererseits fiir e ein small step e —. €/, dann lasst sich mit Regel
(NEW-EVAL) ein small step new e —, new ¢’ herleiten.
I'" > inherit A from ¢; b :: ¢ ® ¢’ mit Typregel (INHERIT)

Nach Voraussetzung gilt T't > self =2 7, ([")* > e :: ((7 : ¢), dom, (¢) = A und
TH@ /] ea > b g
Wie zuvor miissen wir unterscheiden, ob b ein echter Klassenrumpf, oder bereits

eine Reihe ist. Ist b € Body \ Row, so existiert bereits nach Induktionsannahme ein
b € Body mit b —, b'. Also existiert insgesamt ein small step

inherit A from e; b —; inherit A from e; V'
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mit Regel (INHERIT-RIGHT).

Anderenfalls ist b bereits eine Reihe. Wegen (I'")* = [] folgt dann nach Indukti-
onsvoraussetzung, dass e entweder bereits ein Wert ist, oder ein small step e — €’
existiert. Letzteres bedeutet, dass insgesamt fiir den Klassenrumpf ein small step
inherit A from e; b —; inherit A from €’; b mit small step Regel (INHERIT-LEFT)
existiert.

Damit bleibt lediglich der Fall zu betrachten, dass e € Val und b = ry € Row gilt.
Nach Lemma (Canonical Forms) gilt dann wieder e = class (self : 7) r; end,
und mit Lemma folgt [self : 7] > ry = ¢. Offensichtlich gilt dann wegen
dom, (¢) = A auch dom,(r1) = A. Somit existiert insgesamt ein small step
inherit A from class (self : 7) r1 end; ro —, 11 @ 72 mit Regel (INHERIT-EXEC).

Die iibrigen Félle verlaufen dhnlich zum Beweis des Satzes fiir die zuvor betrachteten

Programmiersprachen (vgl. Satz und [£.5). O

Damit ist dann gezeigt, dass auch die Programmiersprache L, typsicher ist:

Satz 5.4 (Typsicherheit, ,,Safety*) Wenn [| > e :: 7, dann bleibt die Berechnung fiir
e nicht stecken.

Beweis: Klar. O

5.3.4 Typalgorithmus

Auch fiir die Programmiersprache £ kénnte man #hnlich wie im Fall der Sprache £
einen Minimal Typing Kalkiil entwickeln, und fiir die erweiterten Relationen ~ und <
liele sich ebenfalls recht einfach zeigen, dass sie entscheidbar sind, so dass insgesamt
klar ist, dass auch fiir £, ein Algorithmus zur Typiiberpriifung existiert. Eine detailierte
Betrachtung dieses Algorithmus fiir £% wiirde jedoch den Rahmen dieser Arbeit sprengen.
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6 Schlussbemerkung

Wie haben also gezeigt, wie sich, basierend auf einer einfach getypten funktionalen Pro-
grammiersprache, eine (statisch) typsichere objekt-orientierte Programmiersprache ent-
wickeln ldsst. Dabei haben wir die Programmiersprache schrittweise um die wichtigsten
objekt-orientieren Konzepte

e Subtyping,
e rekursive Typen
e und Subclassing

erweitert und jeweils betrachtet, wie sich diese Konzepte auf die Semantik und das
Typsystem der Progammiersprache auswirken.

Insbesondere haben wir gezeigt, dass die Konzepte Subtyping und Subclassing weit-
gehend unabhéngig voneinander sind, was sich in den géngigen objekt-orientierten Pro-
grammiersprachen nicht wiederspiegelt. Allerdings haben wir auch gesehen, dass ein Typ-
system fiir eine Sprache mit Vererbung eine gewisse Form der Polymorphie voraussetzt.
An dieser Stelle haben wir auf die bereits eingefiihrte Subtyping-Polymorphie zuriickge-
griffen.

Alternativ zur Subtyping-Polymorphie konnte man fiir das Typsystem einer Program-
miersprache, welche Subclassing unterstiitzt, auch ML-Polymorphie verwenden, wie dies
beispielsweise in O’Caml der Fall ist. Der O’Caml-Ansatz, bei dem der Typ fiir self
polymorph gemacht wird, und an geeigneter Stelle in der Subklasse instantiiert wird
(vgl. [Rém02]), ist, wie man sich leicht iiberlegen kann, echt méchtiger als der in diesem
Dokument betrachtete Subtyping-Ansatz.

Entsprechend ist auf dem Gebiet der objekt-orientierten Typsysteme noch viel Bedarf
an Forschung. Denn in den heute iiblichen objekt-orientierten Programmiersprachen wird
noch immer durchgehend Subtyping-Polymorphie verwendet, was unter anderem dafiir
sorgt, dass nicht typsichere Sprachelemente wie Upcasts notwendig sind, um bestimmte
Probleme iiberhaupt sinnvoll 16sen zu kénnen[].

Des Weiteren erscheint es an der Zeit, zu iiberlegen, ob Programmiersprachen wie Java
oder C++ nicht von structural typing profitieren wiirden. Zwar wére damit immer noch
ein gewisser Overhead zur Compilezeit verbunden, allerdings ist dieser, in Anbetracht
der Leistungsmafle moderner Rechner, wohl leicht zu verschmerzen. Gerade im Bereich
verteilter Systeme, der zunehmend an Bedeutung gewinnt, kénnte ein auf structural ty-
ping basierendes Typsystem, gekoppelt mit einer einfachen, klassenlosen Objektsemantik
(dhnlich wie L!), viele der bekannten Probleme losen. Insbesondere wire damit ein Grad
an Sprachunabhéngigkeit erreichbar, der weit jenseits dessen liegt, was heutzutage er-
reicht wird.

!Das ist natiirlich keine pauschale Entschuldigung fiir schlechtes Softwaredesign.
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Kommen wir abschlieBend noch einmal auf die wesentliche Eigenschaft aller betrach-
teten (getypten) Programmiersprachen zuriick: (statische) Typsicherheit. Obwohl diese
Eigenschaft zunéichst nicht sehr bedeutend erscheint, ist sie eine sehr starke Charakteri-
sierung der Sprache. Sie sichert dem Programmierer zu, dass ein Programm, welches als
statisch wohlgetypt eingestuft wird, zur Laufzeit niemals stecken bleibt.

Nun kann man an dieser Stelle argumentieren, dass auch Java-Programme niemals
stecken bleiben, obwohl Java selbst nicht statisch typsicher ist. Diese Feststellung ist
jedoch in dieser Form nicht ganz richtig. Zwar ldsst sich Java auf dieser Basis nicht
direkt mit den in diesem Dokument entwickelten Programmiersprachen vergleichen, da
fiir Java keine small step Semantik existiert, aber man kann sich intuitiv den Unterschied
leicht klar machen:

Ein wohlgetyptes Java-Programm kann zur Laufzeit in einen Zustand geraten, in dem
ein moglicher small step Interpreter stecken bleiben wiirde. Betrachten wir dazu das
folgende beriichtigte Beispiel:

public String f() {
String [|] a = new String [1];
a[o] — 7717?;
g(a);
return a[0];

}

public void g(Object[] a) {
a[0] = new Integer (1);
}

Dieses Programmstiick ist, wie man sich leicht iiberzeugen kann, wohlgetypt in Java.
Denn im Typsystem von Java gilt T[] < T'[] fiir T" < T". Dies fiihrt allerdings dazu,
dass die Methode g versucht, ein Integer Objekt in einem String Array abzulegen, so dass
nach Riickkehr in die Methode f an Stelle 0 in a kein String mehr steht und auch keine
Instanz einer Subklasse von String.

Um diese Art von Problemen zu 16sen, wird in Java Laufzeittypiiberpriifung durch-
gefithrt, d.h. es wird nicht nur wihrend der Ubersetzung in Bytecode eine statische
Typiiberpriifung durchgefiihrt, sondern (fast) jede Aktion wird zur Laufzeit noch einmal
auf Giiltigkeit iiberpriift. Sollte dabei ein Problem erkannt werden, so 16st die Laufzeit-
umgebung eine Exception aus, welche die Ausfiihrung an der aktuellen Position abbricht,
und vom Programmierer an geeigneter Stelle gefangen werden kann.

Die in diesem Dokument betrachteten Programmiersprachen kommen ohne Excepti-
ong] und ohne Laufzeittypiiberpriifung aus, denn Probleme, die in Sprachen wie Java
diese Korrekturmafinahmen notwendig machen, werden in einer (statisch) typsicheren
Programmiersprache bereits zur Compilezeit erkannt. Fiir den Programmierer bedeu-
tet dies eine teilweise erhebliche Zeitersparnis, da hiermit eine bedeutende Fehlerquelle
ausgeschaltet ist.

2Dabei ist zu beachten, dass bestimmte Aspekte des Laufzeitverhaltens, wie Division durch Null, nicht
durch die statische Typiiberpriifung erkannt werden kénnen, und somit zur korrekten Behandlung
Exceptions erfordern wiirden.
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