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1 Denotationelle Semantik

1 Denotationelle Semantik

Idee: Mathematisches Modell
Im Modell werden Funktionen benutzt, zum Beispiel:

e )z :int.x ~ Identitéit auf Z
e )z :int.x + 1 ~» Nachfolgerfunktion

e rec fact : int — int. Az : int.ifx = Othen1else ... ~ Fakultidtsfunktion (partiell, da nur auf N
definiert)

e \f:int — int. Az : int.f (f z) ~ die Funktion twice auf (Z — Z), twice (f) = fo f

Problem: Ungetypte Programmiersprachen, zum Beispiel Az.x = ldsst sich nicht so einfach als Funktion
ansehen.

Vorteile denotationeller Semantik:

e Anschaulichkeit (A-Abstraktion sollte man sich als Funktion vorstellen)

e Sie ist ,kompositionell“, d.h. die Semantik eines zusammengesetzten Ausdrucks wird (induktiv)
definiert iiber die Semantik seiner Teilausdriicke (d.h. auch nicht abgeschlossenen Ausdriicken
muss man eine Semantik zuordnen)

Nachteile denotationeller Semantik:

e Kleine Anderungen in der Sprache konnen eine grofie Anderung im Modell notwendig machen
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2 Denotationelle Semantik fiir £

Zuerst: Denotationelle Semantik fiir £ (einfach getypt, keine Rekursion)

~» Denotationelle Semantik besteht aus totalen Funktionen (weil alle Programme terminieren)
Genauer: Fiir jeden Typ 7 wird ein semantischer Bereich [7] definiert durch Induktion iiber die Struktur
von T:

[int] = Z
[bool] = Bool = {true, false}
[unit] = {(0)}
[r=71 = (71>

(= Menge der totalen Funktionen f : [r] — [7'])

Ziel: Jedem abgeschlossenen Ausdruck e :: 7 soll ein Element aus [7] zugeordnet werden.

Frage: Wie behandelt man nicht abgeschlossene Ausdriicke (z.B. = + 1)7
~+ Man benoétigt eine ,,Belegung® oder ,,Umgebung®, die den frei vorkommenden Namen Elemente aus
dem richtigen semantischen Bereich zuordnet.

Definition 2.1

(a) Eine Umgebung n ist eine (totale) Funktionn:I1d — | [7].
7€ Type

(b) 1 passt zu T (Schreibweise: n |=T'), wenn fir alle id € dom (T') gilt:
Wenn I'(id) = 7, dann n (id) € [7], d.h. n(id) € [I'(id)].

Env sei die Menge aller Umgebungen 1, und Envr = {n|n ET}.

Ziel: Jedem giiltigen Typurteil I' > e :: 7 wird bei vorgegebenener Umgebung 1 € Envr ein Element
[T > e:: 7]n € [r] zugeordnet, durch Induktion iiber die Struktur von e.

Definition 2.2 Dazu definieren wir [I' > e :: T]n induktiv wie folgt:

o [T>n:intln=n

[T >b:: boolln=1>
[T > () ::unit]n = ()

[T > op ::int — int — int]y = opl,,,, : Z — (Z 5N 7),
wobei opgum] ny=f:7Z— 7 mit fny = op(ny,ns)

Bemerkung: Division wird weggelassen, damit keine exceptions auftreten.

[T vid:7ln=mn(id) € 7], dan =T und T'(id) =7

e [Coeerurln=([T>e 7 —7n) ([T >ex::7In)

elr'~rI=([~1> D) €[]

[T >ep::7]n falls [I' > eg :: bool]n = true
[T' > e ::7]n falls [I' > e :: bool]n = false

[T > ifegthene; elsees :: 7]n = {
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e [T Nid:TexT—=7]n=f:[r] = [7],d— [L[ /i > e:: 7]/
Man beachte: Wennn =T, dann n[?/:4] = T[7 /i), dad € [7]. Also ist (nach Induktionsannahme)

[T /ia] > € 7'In[?/ia] € [7']
~ f ist tatsdchlich eine Funktion von [7] nach [7'], also f € [t — 7'].

Die Uberlegungen zeigen: [T > e :: 7]n ist wohldefiniert, falls n € Envr.

Satz 2.1 (Koinzidenzlemma) Wenn I' = () I, 7 € Envr, ' € Envrr und 1 =pree () 7', dann
gilt:
/

[Ceextln = [Mpe:Tn

In Worten besagt der Satz: Die Semantik von e héngt nur von der Belegung der frei vorkommenden
Namen ab.

Speziell: Wenn e abgeschlossen ist, kommt es auf (I und) 7 nicht an, d.h. [e :: 7]n ist abhingig von n
und man schreibt dan einfach [e :: 7].

Beispiel: [Az : int.x + 1 :: int — int] = succ: Z — Z

Satz 2.2 (Substitutionslemma) Wenn T[" /4] > e 7 und T > ¢ = 7/, dann gilt:
(a) T > el /] == 7 (vgl. TP I)
(b) fir alle n € Envr:

’

T > e[ /ig] == 7ln = [T Jia] & e 7]p[lE>e =11 /,]

In Worten: Die syntaktische Substitution e[e/ /id) entspricht einem , semantischen Einsetzen“: Das Ele-
ment [I' > €' :: 7']n wird in 7 an id ,gebunden*.

Ziel: Es soll gezeigt werden, dass denotationelle und operationelle Semantik in folgendem Sinn iiberein-
stimmen: Wenn 7 Basistyp, dann gilt:
eBe & [exT]=c

Satz 2.3 (Adiquatheit der denotationellen Semantik) Sei 8 Basistyp. Dann gilt fiir jeden abge-
schlossenen Ausdruck e :: 3:

ebe & [exf]l=c

,=“ In Ubung 1 bewiesen: Jeder small step ist semantikerhaltend, also folgt aus e — ¢, dass le:: 0] =
[e:: B8] =ec

»<=* Man benétigt Induktion iiber die Grésse von e.
~> Passende Induktionsbehauptung formulieren, die sich auf (nicht unbedingt abgeschlossene)
Ausdriicke beliebigen Typs 7 bezieht.

Zunichst: Verallgemeinerung auf abgeschlossene Ausdriicke.
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Definition 2.3 Exp” = {e € Exzp|e :: 7} Menge der abgeschlossenen Ausdriicke vom Typ 7. Val” =
Exp™ N Val. Wir definieren Relationen

<; C [r]x Exp”
<0 C [r] x val”

durch Induktion iber T:

(i) <§ ist die Gleichheit auf [B] (= Val®)

(ii) <O, Cr— '] x Val™™" ist definiert durch:

e

<. v & firalede[r] und alle v’ € Val™ gilt:
d<%v' = fd<. v

(i) <, C[r] x Exp” ist definiert durch:
d<,e & eser einve Val” mit e = v unddggv
Satz 2.4 Fiir jeden Ausdruck e € Exp™ gilt:
[e:x:7r] <, e

Intuitiv: e verhélt sich (operationell) so, wie es durch die denotationelle Semantik beschrieben wird.
Um Satz durch vollstéindige Induktion iiber die Struktur von e zu beweisen, muss die Aussage auf
nicht abgeschlossene Ausdriicke verallgemeinert werden:

Lemma 2.1 Wenn [idy : 71,...,idp ) >e = 7 und n = T, dann gilt fir olle e; € Exp™ mit

r
i=1,...,n: Wennn(id;) <, e; firi=1,...,n, dann gilt:

Coeurly <o e/l
Beachte: Da free (¢) C dom (I') = {idy, ..., id,} folgt: e[® /;q,];_, ist abgeschlossen.
Beweis (des Lemmas): Durch vollstdndige Induktion iiber die Struktur von e:
ec:f
Trivial.
e ¢c=op:int - int — 3
[T > op ::int — int — Sy = opl,,,, und op[* /i,];—; = op.
Noch zu zeigen: op{:u”y <int—int—p3 0P

Sei ny € Z, zu zeigen: opﬁum/ 11 <int—8 0P N1.

Da opn; € Val, bedeutet dies
Opgurry ny Siont—>,8 opny.

Sei ny € Z, dann bleibt zu zeigen: opiwry nyng <g opning

Ok, da opny ny =% op!(ny,ny) = OP Ly 1 M2 Also gilt S%.
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e c=1id
Wegen I' > id :: 7 muss id = id; und 7 = 7; (fiir ein 4) sein.

IT > id; = ]n n(id;)
id,;[ej/l-dj]?:1 = ¢;, und n(id;) <,, e; gilt nach Voraussetzung.

i

ec=¢c¢e’
[Coee wrp=(Cv>e:m—=71n) (L > e =7n)
Nach Induktionsvoraussetzung gilt:
(1) [T =7ln <o € /ia]iy
(2) [T o€ <y €% /ia])iy
1) bedeutet nach (iii) der Definition von <,/ _,.: Es ex. ein Wert v mit

) [Ceeur—7n<l ., v

e

(
(1a) €[ /i ]y v
(
(

2) bedeutet nach Teil (iii) der Definition: Es ex. ein Wert v" mit
(2a) ¢"[*/ia]iy = V'
(2b) [T > e’ 7'In <Y, o'
Aus (1a) und (2a) folgt:
e[/iaJicy = (€% /iaJiey) (€[5 fia)izy) = v (€"[% fia]imy) = v v’
Aus (1b) und (2b) ergibt sich nach Teil (ii) der Definition:

(Ceerm —=7))(C > e 7)) <;vd

Nach Teil (iii) der Definition ex. dann ein v” mit vo’ = v
(3) [T >e:xtln <o’
und es gilt:
(4) e[* [ia, )Py = vv' S0
Aus (3) und (4) folgt: [T > e = 7]n <; €[ /ia;]71-
e c=\id: 7€

Wenn ' > Aid : 7'.¢’ :: 7/ = 77 und n E T, dann gilt:
O™ /i) > € 7"

Zu zeigen: [I' > Xid : 7'’ 7/ — 7|0 <prrr (Nid 7€)%/ ia, 171

also §0,

/1 ZU Zeigen

Seien d € [7'] und v € Val™ mit d <9, v. Noch zu zeigen:

([T > Xid : 7'e’ o7/ = 7"]n) (d) <7 ((Nid : 7".€")[% /ia,]71) 0

([0 > Xid: 7' o7 = 7"]n)(d) =[O /sl & € = 7" 0]/ id]

77/
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O.B.d.A: id & {idy,...,id,}. Dann gilt:
((Nid = 7€) i, Ji) v = (Nid = 7€' [ i Jig) v =5 €% ia )1 [ i

wegen {idy, ..., idy,id} = dom (U[" /iq]) und 1/ (id;) = n(id;) <. e; und /(id) = d <, v gilt
nach Induktionsannahme:

[0 fia) &€ o7l <o €[5 a2 [P d) O
Bewiesen: Fiir jeden Ausdruck e € Exp” gilt: [e :: 7] <; e. Per Definition von <, bedeutet das: Es ex.
ein v € Val” mit e = v und [e :: 7] <% v. Also insbesondere:

Satz 2.5 Jeder abgeschlossene wohlgetypte Ausdruck in LY (ohne exceptions) terminiert mit einem
Wert.

Fiir Basistyp § ergibt sich insbesondere: Es ex. ein v € Val® mit e % v und [e :: B] = v. Damit ist
Satz (Adéquatheit) bewiesen:

Fiir jeden Ausdruck e € Exp” gilt: e ¢ < e f] =c

2.1 Denotationelle Aquivalenz

Idee: Zwei Ausdriicke heissen denotationell dquivalent, wenn sie die gleiche denotationelle Semantik
haben.

Genauer: Seien e, ¢’ Ausdriicke mit T'> e :: 7und T' > €' :: 7. ¢ und ¢ heissen denotationell dquivalent
beziiglich ', wenn gilt:

[Ceecxt] = [['>eé 7]

(dh. [T >ex7]p=[T > € :: 7]n fir alle n € Enor).
Frage: Kann denotationelle Aquivalenz von I abhingen?

Leider ja!
Beispiel

(1) Seien x,y € Id verschieden.
[T > 2 =y : bool] = [I' > true :: bool] gilt, wenn I'(z) = I'(y) = unit (denn es kann nur
n(@) =n(y) = () sein).
Aber nicht, wenn I'(z) = T'(y) = int (weil man dann n(x) # n(y) wihlen kann).
(2) [T > fo:int] =T > fy:: int]
gilt, wenn I'(z) = T'(y) = unit und I'(f) = unit — int,
aber nicht, wenn T'(x) = T'(y) = int und I'(f) = int — int.
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2.2 Operationelle Aquivalenz

Auch als Beobachtungskongruenz (engl.: operational congruence) bezeichnet.

Idee: Zwei Ausdriicke heissen operationell dquivalent, wenn sie sich in jedem Programm gegeneinander
austauschen lassen, ohne dass sich das ,,beobachtbare Verhalten*“ des Programms verédndert.

Definition 2.4
(a) Fin Programm in L} ist ein abgeschlossener Ausdruck vom Basistyp.

(b) Das beobachtbare Verhalten eines Programms ist der Wert, mit dem es terminiert.

Noch zu definieren: ,, Austauschbarkeit* von Programmstiicken.
Definition 2.5
(a) Ein Kontext C[] ist ein ,Ausdruck mit einem Loch®, z.B. Az : int.x + [].

(b) Mit Cle] bezeichnet man den Ausdruck, der aus C[] entsteht, indem man e wortlich in das Loch
einsetzt (ohne Umbenennung!).

Beispiel Sei C[] = Az : int.x + []. Dann ist

Clz+2] = Az :int.x + (z + 2),
d.h. durch die Einsetzung konnen auch neue Bindungen enstehen.
Definition 2.6

(a) Ein Kontext C[] heisst (I', 7)-Programmkontext, wenn fir alle Ausdricke e gilt: WennT' > e :: 7,
dann ist Cle] ein Programm.

(b) Seien e,e’ Ausdricke mit T' > e 7 und I' > € = 7. e und € heissen operationell dquivalent
beziiglich T', wenn fir jeden (T, T)-Programmkontext C[] gilt:
Cle] und Cle'] haben das gleiche beobachtbare Verhalten (d.h. sie terminieren mit dem
gleichen Wert).
Satz 2.6 (Korrektheit der denotationelle Semantik) Seien e, e’ Ausdricke mit T' > e = 7 und
I' > e ::7. Dann gilt:
Wenn e und e’ denotationell dquivalent sind beziiglich T', dann sind sie auch operationell

dquivalent beziiglich T'.

Beweis: Sei [['>e:: 7] = [I'> € :: 7], und sei weiter C[] ein (I", 7)-Programmkontext. Dann gilt wegen
der ,Kompositionalitdt* (d.h. der induktiven Definition) der denotationellen Semantik:

[Cle] = 8] = [Cle = Al

Also stimmt nach Satz (Adéquatheit) auch das beobachtbare Verhalten von Cle] und Cle’] iiberein.
Damit ist gezeigt, dass e und e’ auch operationell dquivalent beziiglich T" sind. O
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Nachtrag: ,,Kompositionalitat“ der denotationellen Semantik bedeutet: Die denotationelle Semantik ei-
nes Ausdrucks ergibt sich aus der denotationellen Semantik seiner (unmittelbaren) Teilausdriicke. Das
folgt unmittelbar aus der induktiven Definition der denotationellen Semantik.

(Genauer: Die denotationelle Semantik eines Typurteils ergibt sich aus der denotationellen Semantik
seiner Pramissen.)

Anwendung von Satz 2.6} ,,Programmtransformation® zur Vereinfachung oder Optimierung von Pro-
grammen.

Beispiel Wenn id & free (e), dann gilt (Beweis: Ubung):
[CrexT—=7] = [L>XNd:Teid::7— 7]
Das beweisst, dass man in jedem Programm (von LY, ohne exceptions) einen Ausdruck der Form
Aid : T.eid
mit id & free (), vereinfachen kann zu e (sog. n-Regel). Konkret:
let succ(z:int) =1+ zin ...
steht fiir
let succ = Az :int. + 1zin ...
lasst sich vereinfachen zu
let succ=+1in ...

Warnung: In Sprachen mit exceptions oder Rekursion gilt nur die sog. n-value-Regel:

[C>ver—7] = D> XNd:7vid 71— 7]

Frage: Gilt auch die Umkehrung von Satz D.h. sind zwei operationell dquivalente Ausdriicke auch
denotationell dquivalent?

Fiir viele denotationelle Semantiken (z.B. £} mit der iiblichen denotationelle Semantik) gilt diese Um-
kehrung nicht! Fiir £} ist es nicht bekannt.

Definition 2.7 Fine (adiquate) denotationelle Semantik heisst voll abstrakt (engl.: fully abstract),
wenn alle operationell dquivalenten Ausdriicke auch denotationell dquivalent sind.

Warum fully abstract? Eine denotationelle Semantik, die diese Eigenschaft besitzt, ,identifiziert“ al-
le Programmstiicke, die sich identifizieren lassen, ohne die Korrektheit der Semantik aufzugeben. Sie
macht also keine unnotigen Unterscheidungen. In diesem Sinne ist sie ,,so abstrakt wie moglich*.

Klassisches Resultat iiber full abstraction (Plotkin 1977)
Wenn man £ um ein ,paralleles oder® erweitert, so ist das iibliche denotationelle Modell ,,fully ab-
stract*.
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3 Denotationelle Semantik fiir £}

Bisher: Denotationelles Modell fiir £} (ohne exceptions). Bereiche [7 — 7] bestanden aus (allen) tota-
len Funktionen f : [7] — ['].

Jetzt: Denotationelles Modell fiir £} (ohne exceptions). Um nicht terminierende Programme zu be-
schreiben, braucht man (im Prinzip) partielle Funktionen.

Frage: Wie ordnet man einem rekursiven Ausdruck, z.B.
rec fact : int — int. Az : int.ifz = Othen 1 elsez * fact (x — 1)

die ,,richtige* partielle Funktion zu?

1. Idee: Man sucht eine partielle Funktion f : [int] — [int], die ,,Losung® der Rekursionsgleichung ist,
also im Beispiel Losung der Gleichung:

fact = Az :int.ifz = Othenlelsex * fact (z — 1)
Welche Losung hat diese Gleichung?

1. Losung:

f o [int] — [int]

F(n) = n! fallsn >0
| undef sonst

,richtige® Losung
2. Lésung:
f': [int] — [int]

, _fn! fallsn>0
fi(n) = {0 sonst

,unsinnige* Losung, denn fiir n < 0 gilt:
f'(n) = ifn=0thenlelse ' (n—1)

Weiteres Beispiel: ¢ = Az : int.gx
Jede partielle Funktion ist Losung dieser Funktionsgleichung. Die ,richtige Losung ist die leere (d.h.
iiberall undefinierte) Funktion.

Wie findet man unter mehreren Losungen die ,,richtige”, d.h. die die der operationellen Semantik des
rec-Ausdrucks entspricht?

Die ,richtige* Losung ist die, die den kleinstméglichen Definitionsbereich hat, d.h. die kleinste Funk-
tion (beziiglich C), die eine Losung ist (bei Funktionen hoherer Stufe braucht man eine kompliziertere
Ordnung als ,C“).

2. Idee: Man ,approximiert“ die (gewiinschte) Semantik eines rekursiven Ausdrucks wie folgt:

0. Approximation = leere Funktion

10
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1. Approximation = die Funktion, die nur die Resultate liefert, die sich ohne rekursiven Aufruf
ergeben, im Beispiel:

fact: 0—1
undef  sonst

2. Approximation = die Funktion, die nur die Resultate mit Rekursionstiefe < 1 liefert, im Beispiel:

fact: 0—1
1—1
undef  sonst

n. Approximation = die Funktion, die nur die Resultate mit Rekursionstiefe < n liefert.

Man beachte: Die (n + 1)-te Approximation ergibt sich, indem man die n-te Approximation in die
rechte Seite der Funktionsgleichung einsetzt. Die gewiinschte Gesamtfunktion ergibt sich als Supremum
all dieser Approximationen.

Fiir Funktionen 1. Stufe ist das Supremum einfach die Vereinigung f = |J fn, wobei f, die n-te
neN
Approximation ist.

Fiir Funktionen hoherer Stufe miiss das “Supremum® noch definiert werden.

Wir werden sehen: Unter geeigneten Voraussetzungen ist das Supremum der Approximationen identisch
mit der kleinsten Losung der Funktionsgleichung.

Wir benotigen: Auf jedem semantischen Bereich eine Ordnungsrelation, die gewisse ,,gute Eigenschaften*
hat, ndmlich:

e es miissen gewisse Suprema existieren
e cs miissen gewisse Gleichungen losbar sein

~» fithrt zur Bereichstheorie (engl.: domain theory)

3.1 Vollstdandige partielle Ordnungen

Definition 3.1 (Partielle Ordnungen) Fine partielle Ordnung (engl: partial order, kurz: po) ist ein
Paar (D,C), wobei D eine Menge ist und C eine zweistellige Relation auf D mit:

o Reflexivitit: d T d fiir alled € D.

o Antisymmetrie: Wenn dy C do und ds C dy, dann di = ds.

e Transitivitit: Wenn dy C dy und do C dsz, dann di C d3.
Definition 3.2 Sei (D,C) eine po und s C D.

(a) d € S heisst kleinstes Element von S, wenn d C s fiir alle s € S.
(analog: grosstes Element )

(b) d € D heisst obere Schranke (engl.: upper bound, kurz: ub) von S, wenn s C d fiir alle s € S.
(analog: untere Schranke)

11
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(c) d € D heisst kleinste obere Schranke (engl.: least upper bound, kurz: lub) oder Supremum wvon
S, wenn d kleinstes Element der Menge aller oberer Schranken von S ist, d.h. wenn gilt:

o d ist obere Schranke von S (also s T d fir alle s € S)
e dC d fiir jede (andere) obere Schranke d' von S

(analog: grosste untere Schranke)
Bezeichnungen Sei (D,C) eine po.

o Wenn D selbst ein kleinstes Element besitzt, dann bezeichnet man dieses Element mit L oder 1L p
(lies: ,bottom*)
(Analog: T oder Tp (lies: ,top*) fiir das griste Element)

o Wenn das Supremum einer Menge S C D ezistiert, so bezeichnet man es mit | |S oder | |, S.
Wenn S = {d1,...,dn} endlich ist, so schreibt man auch dy U ...Ud, statt|]S.
(Analog: ]S fir das Infimum)

Bemerkung Sei (D,C) eine po und S C D.
e S besitzt hichstens ein kleinstes (grosstes) Element.

e S kann beliebig viele obere (untere) Schranken besitzen: Fine obere (untere) Schranke muss nicht
in S liegen. Wenn sie in S liegt, dann ist sie grisstes (kleinstes) Element von S.

e S besitzt hichstens eine kleinste obere (grisste untere) Schranke. Auch diese muss nicht in S
liegen. Wenn sie in S liegt, ist sie grisstes (kleinstes) Element von S.

o Jedes d € D ist obere (untere) Schranke der leeren Menge:

L0
[0

Definition 3.3 Sei D eine partielle Ordnung:

1p  (falls es existiert)
Tp  (falls es existiert)

(a) Eine Menge A C D heisst gerichtet (engl.: directed), wenn A # @ und zu je zwei Elementen
dy,ds € A ezistiert ein d € A mit dy C d und do C d (d.h. d ist obere Schranke von dy und ds ).

(b) D heisst gerichtet vollstindig (engl.: directed complete, dcpo = directed complete partial order ),
wenn jede gerichtete Teilmenge von D ein Supremum besitzt.

(¢) D heisst vollstindiger Verband, wenn (sogar) jede Teilmenge S C D ein Supremum besitzt.
Bemerkung

(a) Jede total geordnete Teilmenge S C D ist gerichtet (S heisst total geordnet, wenn fiir alle s1,s9 € S
gilt: s1 C s oder sg C s1).

(b) Jede aufsteigende Folge dy T dy C ... heisst gerichtete Teilmenge von D.
Beispiel

(a) (N, <) ist keine dcpo, denn N selbst ist gerichtet und besitzt keine obere Schranke.
Analog: (Z,<), (Q, <), (R, <) sind keine dcpo’s.

12
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(b) ([0,1], <) ist eine decpo, da jede Teilmenge ein Supremum besitzt.
N~

CR
(c) (P(A),C) ist eine dcpo (sogar ein vollstindiger Verband).
(d) (A — B),C) ist eine dcpo.

Beweis: Sei A C (A — B). Zu zeigen: Das Supremum | | A existiert.

Betrachte G = |J graph(f).
fea
Wir zeigen: G ist Graph einer partiellen Funktion g : A — B.

Seien (a,by), (a,bs) € G. Es geniigt zu zeigen, dass by = bs gilt.

Seien f1, fo € A mit (a,b1) € graph(f1) und (a,bs) € graph(f2) (beide existieren nach Definition
von G).

Da A gerichtet ist, existiert ein f € A mit f1 C f und f5 C f, also insbesondere (a,by) € graph(f)
und (a, b2) € graph(f), und damit by = bs.

Also ist G tatsiichlich Graph einer Funktion g, und wegen G = |J graph(f) gilt offensichtlich
fea

g=_]A. ]

Satz 3.1 Sei (D,C) eine partielle Ordnung, in der keine unendlichen aufsteigenden Folgen di T do C
. ezistieren. Dann ist D eine dcpo, in der jede gerichtete Menge A C D (sogar) ein grisstes Element
besitzt.

Beweis: Angenommen, A C D ist gerichtet und besitzt kein grosstes Element, d.h. zu jedem Element
d € A existiert ein d’ € A mit d’' [Z d. Da A gerichtet ist, ex. ein e € A mit d C e. Damit ist gezeigt: Zu
jedem d € A ex. ein e € A mit d C e.

~+» Durch Induktion erhélt man, eine echt aufsteigende Folge dy C di; C ..., die sogar in A liegt.
Widerspruch! |

Beispiel Jede endliche partielle Ordnung ist eine dcpo (da sie keine unendlichen aufsteigenden Folgen
besitzt).

Definition 3.4 Sei D eine Menge. Dann ist (D, =) eine dcpo, die wir als diskrete depo bezeichnen.

Definition 3.5 Sei (D,Cp) eine partielle Ordnung, und sei Dy = DU{ L}, wobei L ein neues Element
ist (d.h. L & D). Dann definieren wir auf D, eine Relation Cp, durch:

dCp,e & d=1V (dyee D A (d,e) € Cp)

(Dy,Cp,) ist wieder eine partielle Ordnung, die man als die zu D gehorige geliftete partielle Ordnung
bezeichnet. L ist das kleinste Element von D .

Satz 3.2 Sei (D,C) eine partielle Ordnung und sei S C Dy, S # {L}. Dann gilt:
(a) Wenn S in D, gerichtet ist, dann ist S\ {L} in D gerichtet.
(b) d ist genau dann obere Schranke von S in D), wenn es obere Schranke von S\ {L} in D ist.
(c) Wenn d=|],(S\{L}) ezistiert, dann ist auch d =]y S.

(d) Wenn D eine dcpo ist, dann ist auch D] eine depo.

13
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Beweis: nur (d)

Sei D depo und A C D gerichtet in D). Wenn A = {1}, dann ist | |[A = L. Wenn A # {1}, dann
gilt nach (a): A\ {L} ist gerichtet in D. Also ex. nach Voraussetzung | |,(A \ {L}) und nach (c) ist
dies auch Supremum von A in D . O

Spezialfall: Wenn D eine diskrete po ist, dann bezeichnet man D als die zu D gehorige flache po. Jede
flache po ist nach Satz [3.1] oder Satz[3.2] eine dcpo.

Definition 3.6 Seien (D,Cp) und (E,Cg) zwei po’s. Dann definiert man auf D x E eine Relation
Cpxg durch:

(di,e1) Epxe (d2,e2) < diCpda A e1 Cgen

Es ist leicht zu sehen, dass (D x E,Cpxg) eine po ist. Man bezeichnet sie als Produkt der po’s D
und E. Die Projektionsfunktionen bezeichnen wir mit:

pri:DxE—D pro : DX E—= E
Satz 3.3 Seien (D,Cp),(E,Cg) po’s und sei S C D x E. Dann gilt:
(a) Wenn S gerichtet ist, dann sind auch pri(S) und pry(S) gerichtet.

(b) d ist obere Schranke von S gdw. pry(d) obere Schranke von pri(S) und pry(d) obere Schranke von
pry(S) ist.

(c) Wenn ||y pri(S) und | g pry(S) existiert, dann ex. auch | |, 5 S und es gilt:

|_|D><E = (I_ID pri(S), |_|E pra(S))

(d.h. das Supremum in D X E wird komponentenweise gebildet)
(d) Wenn D und E dcpo’s sind, dann ist auch D x E eine dcpo.

(e) Wenn Lp und Lg existieren, dann ist Lpxg = (Lp, Lg) kleinstes Element von D x E.

Beweis: Ubung O

3.2 Stetige Funktionen
Definition 3.7

(a) Seien D, E po’s. Eine (totale) Funktion f: D — E heisst monoton, wenn sie mit ,C “ vertrdglich
ist, d.h. wenn fir alle di,dy € D gilt:

(b) Seien D, E dcpo’s. Eine monotone Funktion f: D — E heisst stetig, wenn sie mit den Suprema
gerichteter Mengen vertrdglich ist, d.h. wenn fiir jede gerichtete Menge A C D gilt:

f(UDA) = I_lEf(A)

14



3 Denotationelle Semantik fiir £}

Beachte: , 3¢ folgt schon aus der Monotonie, denn: | |, A ist obere Schranke von A, also ist f(| |, A)
obere Schranke von f(A), und damit f(| |, A) 3 |z f(A).

Also: Um zu zeigen, dass eine monotone Funktion f stetig ist, geniigt es
fUpA) © Ugfa)
Zu zeigen.

Beispiel (einer monotonen Funktion, die nicht stetig ist) Sei (N — N),C) die dcpo der parti-
ellen Funktionen von N nach N. Fir jedes n € N sei f,, : N — N definiert durch:

i falls0 <i<n
undef  sonst

fali) =
Dann gilt: fo C f1 E ...

Keine der Funktionen f; ist total, aber || fy ist die Identitit auf N, also eine totale Funktion.
neN

Sei

T: (N—N)— Bool,
fio {true falls f total

1 sonst

also der ,Test auf Totalitdt*.

T ist monoton, denn: Wenn f C g in (N — N), dann gilt entweder f = g oder f ist nicht total. Im
ersten Fall ist T(f) = T(g), im zweiten Fall ist T(f) = L C T(g), also Monotonie erfiillt.

T ist nicht stetig, denn: Sei A = {f, |n € N}. A ist gerichtet und enthdilt nur echt partielle Funktionen,
also ist T(A) = {L}. Andererseits ist | |A = idy eine totale Funktion, also

T(|A) =true # L = {1} =||T(A).

Unstetigkeit!
Beispiel (fiir stetige Funktionen) Seien D, E dcpo’s. Dann gilt:

(a) Die Identitdtsfunktion idp : D — D, d w— d ist stetig.

(b) Fiir jedes e € E ist die konstante Funktion const. : D — E,d — e stetig.

(¢) Die Projektionsfunktionen pry: D X E — D und pry: D X E — E sind stetig.
Beweis: (a), (b) klar, (c) folgt aus Satz [3.3] O
Satz 3.4 Scien B,C,D,E dcpo’s.

(a) Wenn f:C — D und g: D — E stetig, dann ist fog: C — E stetig.

(b) Wenn f:C — D und g: C — E stetig, dann ist (f,g) : C — E,c— (fe, gc) stetig.

15
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(c) Wenn f: B — D und g: C — E stetig sind, dann ist auch

fxg: BxC—=DXxE

stetig.

(b;¢) = (fb,g¢)

(d) f:C — D x E ist stetig gdw. pryo f:C — D und pryo f: C — E stetig sind.

Beweis: nur (a): Da f und g monoton sind, ist auch g o f monoton. Sei A C C gerichtet. Dann gilt:

(go NUA) =9g(f(UA) =gJf(A) =Ulge F)(A) O

Satz 3.5 (Fixpunktsatz von Kleene) Sei D eine dcpo, die ein kleinstes Element L p besitzt, und
f: D — D stetig. Dann gilt:

(a) Die Menge {f"(Lp)|n € N} ist gerichtet (genauer: Lp = fO(Lp) E f(Lp)C...).

(b) nf = {f"(Lp)|n € N} ist kleinster Fizpunkt von f.

Beweis:

(a) Lp C f(Lp), da Lp kleinstes Element ist. Wegen der Monotonie von f folgt daraus

f(Lp) E f*(Lp),
also durch Induktion: f*(Lp) C f**(Lp) fiir alle n.

(b) Zunichst zeigen wir, dass pf ein Fixpunkt von f ist:

fuf) = flUnen f"(LD))
Llnen f(f"(LD))
= I_lneN fn+1(J—D)

I
—
3
m
2
~
3
l_
P

Bleibt noch zu zeigen, dass uf kleinster Fixpunkt ist.
Also zu zeigen: fiir jeden Fixpunkt d von f gilt: uf C d.

da f°(Lp) nichts zum Supremum beitriigt

Sei d Fixpunkt von f, d.h. f(d) = d. Da uf = | |,cy f"(Lp) kleinste obere Schranke aller f"(Lp)

ist, geniigt es zu zeigen: d ist obere Schranke, also f™*(Lp) C d fiir alle n:
en=20
f'(lp)=1pEd

en~n+1

" (Lp) = f(f*(Lp)) und f*(Lp) E d nach Induktionsannahme. Daraus folgt

[P (Lp) E f(d) = d,

da f monoton ist und d ein Fixpunkt von f ist.

16



3 Denotationelle Semantik fiir £}

3.3 Weitere Ergebnisse iiber stetige Funktionen

Satz 3.6 Sei D eine dcpo, in der keine unendlichen aufsteigenden Folgenden existieren und sei E eine
beliebige dcpo. Dann ist jede monotone Funktion f : D — E bereits stetig.

Beweis: Sei A C D gerichtet und f monoton. Dann ist | |A sogar grosstes Element von A (vgl.
Satz[3.1). Also ist f(| |A) grosstes Element von f(A), wegen Monotonie und damit erst recht Supremum
von f(A). O

Definition 3.8 Seien C, D, E dcpo’s. Eine monotone Funktion f: C x D — E heisst stetig im ersten
Argument, wenn fiir jede gerichtete Menge A C C und jedes d € D gilt:

fdad) = LHf(e,d)|ce A}
= UrAax{d})

Mit anderen Worten:
f ist stetig im ersten Argument, wenn fiir jedes d € D die Funktion

de C—F
c— fle,d)

stetig ist.

Analog: Stetigkeit im zweiten Argument. Verallgemeinerung auf mehr als zwei Argumente.
Satz 3.7 Seien C, D, E dcpo’s. Dann gilt:

Eine monotone Funktion f : C x D — E ist genau dann stetig, wenn sie in jedem Argument

stetig ist.
Beweis:
»=" Sei f stetig und A C C gerichtet. Dann ist auch A x {d} gerichtet und es gilt (nach Satz [3.3)):
LA ) = (A L)
= UAd)
Also folgt:
fUA,d) = FLUA x {d}))
= Uf(Ax{d})

Also ist f stetig im ersten Argument, und die Stetigkeit im zweiten Argument folgt analog.

»<=“ Sei f stetig in beiden Argumenten und sei A C C x D gerichtet. Dann gilt:

fUa) = fldpri(A), Upra(A))

Uceprl(A) fle,pra(A))

I_lceprl(A) (I_ldeprz(A) fle.d))
cepry(A),depry(A) f(C7 d)

(e.d)epry (D) xpry(a) /(6 d)
L1 F(pry(A) % pro(A))
= f4) -
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3.4 Funktionenraume

Definition 3.9 Seien D, E dcpo’s. Mit [D — E| bezeichnen wir die Menge aller stetigen Funktionen
von D nach E. Auf [D — E] wird eine Relation Cip_,g) definiert durch:

fCpsmyg & firalede D gilt: f(d) Cg g(d)

([D = E],E(p—gy) ist eine partielle Ordnung, die man als Funktionenraum von D nach E oder Expo-
nent von E und D (Schreibweise: EP ) bezeichnet.

Satz 3.8 Seien D, E dcpo’s und sei S C [D — E]. Dann gilt:
(a) Wenn S gerichtet ist, dann ist auch Sd={fd|f € S} gerichtet fiir jedes d € D.
(b) g ist obere Schranke von S, wenn gd obere Schranke von Sd ist fiir jedes d € D.

(c) Wenn | g Sd fir jedes d € D existiert, dann existiert auch | |p_, g S und es gilt:
UipsgS)d = UgSd fir alled € D

(d.h. das Supremum wird ,argumentweise gebildet)
(d) ([D — E],Cip—pg) ist eine dcpo.

(e) Wenn E ein kleinstes Element L g besitzt, dann ist die Funktion

J—[D—>E] : D= FE
d— 1g

kleinstes Element von [D — EJ.

Beweis:

(a) Sei S gerichtet, zu zeigen S d gerichtet. Seien e1,eq € Sd, d.h. es ex. f1,fo € S mit e = f1d
und ey = fod. Da S gerichtet existiert ein f € S mit f1,fo C falsoe; = f1idC fd € Sd und
eo = fodC fd e Sd, d.h. fd ist gemeinsame obere Schranke von e; und es.

(b) Trivial, da C(p— g) argumentweise definiert ist.
(c) Wenn | | Sd fiir jedes d € D existiert, so definieren wir

g: D—F
d— g Sd.

Wenn wir zeigen kénnen, dass g stetig ist, dann folgt leicht, dass g =| | S, denn:
e obere Schranke g, gilt wegen (b)

e wenn h obere Schranke von S ist, dann ist hd obere Schranke von Sd fiir jedes d. Also ist
gd C hd fur jedes d € D, da gd kleinste obere Schranke ist. Also ist g C h.

18
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Es bleibt noch zu zeigen: Wenn D, E dcpo’s, S C [D — E] gerichtet und g : D — E definiert
durch

gd = LS4,

dann ist g stetig (also g € [D — EJ).
Dazu zeigen wir: Fiir jede gerichtete Menge A C D gilt: g(| |A) = | |g(A).

gJa) = Uslua)
L{AUA)[f €5}
LKLIf(A)| f €S} denn jedes f € S ist stetig

L{L{f(d)[d e A}|f €S}
= | {f(d)|de A, fe S} nach Lemma iiber Zeilensuprema

Ug(A) = LHg(d)|de A}
LI{LISd|de A}

LHLKS (@) | f € St|d e A}
= | {f(d)|de A, fe S} nach Lemma iiber Spaltensuprema

(d) Sei A C [D — E] gerichtet. Dann ist wegen (a) auch A d gerichtet fiir jedes d € D, also existiert
g Ad fiir jedes d € D. Also folgt mit (c) die Existenz von | |A.

(e) Trivial. O

Beispiel (fiir stetige Funktionen) Seien C, D, E dcpo’s.

(a) Der Applikationsoperator

apply : [D - E]x D = E
apply (f,d) = fd

15t stetig.

(b) Wenn f:C x D — E stetig, dann ist auch

curry(f) : C — [D — E]
curry(f) ed = f(c,d)

wohldefiniert und stetig.

(¢) Wenn D ein kleinstes Element L besitzt, dann ist der Fizpunktoperator

w:[D—D]—=D
u(f) =LK/ (L)[n e N}

stetig.

Beweis:

(a) apply ist stetig in beiden Argumenten, denn:

19
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1.Arg: Sei A C [D — E] gerichtet. Dann gilt

apply(L|A,d) = (UA)d

= |J(Ad) nach Definition von | |A
L{fd|feA}
= | Happly(f,d)| f € A} nach Def. von apply

2.Arg: Sei A C D gerichtet.

(b)

apply(f,L1A) = f(UA)

L] f(A) da f stetig
L{f(d)|d e A}

= |[UHapply(f,d)|d e A}

Wohldefiniertheit: Zu zeigen ist: curry(f) c ist stetig fiir jedes ¢ € C. Sei also ¢ € C und A C D
gerichtet.

curry(fe(Ud) = flella

) nach Def. von curry
= |{f(c,d)|de A} da f stetig im 2.Arg.
= | Heurry(f)cd|d € A}  nach Def. von curry
= | Jecurry(f)c(AQ)

Stetigkeit von curry(f): Sei A C C gerichtet. Zu zeigen: curry(f) (L] A) = || curry(f) (A)
Also zu zeigen: Fiir jedes d € A gilt:

curry(f) (UA)d) = (Ueurry(f) (A))d

Dazu:

curry(f) (LJA)Yd = [f(L]A,d
= I_I{f(cvd
= | Heurry
= (| ]eurry

~—

nach Def. von curry
|[ce A} da f stetig im 1.Arg.
f)ed|ce C}
f)(A))d da| | auf Fktn. argumentweise def.

—_— —

Es geniigt zu zeigen: p ist ,,punktweises Supremum® von stetigen Funktionen. Fiir jedes n € N sei

tn: [D— D]— D
[

Dann gilt  pu(f) = | [{un(f) |n € N}

d.h. p punktweises Supremum der .,

Bleibt zu zeigen: Jedes u, stetig. Vollsténdige Induktion iiber n:

po(f) = fo(L) = L fiiralle f,
also pg stetig, da konstant.

pna(f) = fHH(L)

FOM(LD)

fpn f)

apply(f, pin f)
apply(id f, pin, f)

= (apply0<id,,un>) (f)
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Also pin+1 = (apply o (id, p1y,)), da id stetig und p, stetig nach Induktionsannahme, ist auch fi, 11
nach Lemma stetig. a

3.5 Definition der denotationellen Semantik

Definition 3.10 (Semantische Bereiche) Jedem Typ T wird eine dcpo 7] zugeordnet durch Induk-
tion tber T:

[int] = Z mit diskreter Ordnung
[bool] = Bool mit diskreter Ordnung
[unit] = {()} mat diskreter Ordnung

[n—=m] = [n] =[]l

(depo der stetigen Fkin. von [m1] — [m2]L)
Beachte:

e [ — 2] hat stets ein kleinstes Element, ndmlich
Lir 5y = die konstante Funktion mit Resultat L € [72] 1

e Insbesondere: Wenn 7, schon Funktionstyp ist, so muss man unterscheiden zwischen 1.} und
dem zuSatzlichen |-Element von [73] .

Beispiel Der semantische Bereich [int — int] hat Lint—yint : Z — Z1,n — L als kleinstes Element.
[int — int] | hat ein zusditzliches Element, das echt unter Lint—int] liegt.

Das ist sinnvoll, denn L [ing_int) dient als Semantik eines Wertes v :: int — int, der bei jedem Aufruf
divergiert. Das neue L-FElement dient als Semantik eines Ausdrucks e :: int — int, der schon selbst
divergiert.

Da v und e nicht in jedem Programmkontext gegeneinander austauschbar sind (nicht beobachtungs-
kongruent ), miissen wir ihnen unterschiedliche Semantiken zuordnen.

Beispiel eines solchen Programmkontexts:

(Az : int — int.0) []

Einsetzen von e ~» Divergenz (wg. call-by-value)
FEinsetzen von v ~ Resultat 0

Definition 3.11 FEine Umgebung n ist definiert als partielle Funktionn: Id — | [7].
7€ Type

e Env = Menge aller Umgebungen.

e Envr = Menge aller zu I' passenden Umgebungen n, definiert durch:

nET < dom(n) = dom(T)
A Yid € dom (n) : n(id) € [T'(id)]

Die Mengen Envr betrachten wir als depo’s mit folgender Ordnung:

nCn' < n(id) 9/ (id) fir alle id € dom (n)
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Definition 3.12 (der Semantikfunktion) Jeder Konstanten c :: 7 wird eine Bedeutung [c] € [7]
zugeordnet. [c] ist wie friher definiert (abgesehen davon, dass wir neue semantische Bereich [1] haben):

n € Z= [int]
]=b € Bool =[bool]
) € Unit = [unit]
Sei op :: int — int — 3. Dann sei [op] = curry(op?) € [int — int — B]. Es gilt
op! : [int] x [int] — [A]

stetig, da [int] x [int] diskrete po.
Jedem giiltigen Typurteil T > e :: 7 wird wieder eine Funktion [T > e :: 7] : Envr — [7].L zugeordnet
durch folgende Induktion iiber e (bzw. iiber die Linge der Herleitung des Typurteils):

(i) [T > c::7]n=][c] (liegt in [7] C [7]L, dac::T)
(ii) [T > id :: 7]n = n(id) (liegt in [T(id)] = [7] C [7]L)

B 4 falls dy = L oder do = L
(iti) [T > ejeg::7n= {dl dy sonst

mit dy = [T' > ey 2170 = 7]n und do = [I' > eg :: 2]n.

1 falls dg = L
(iv) [T > ifeg thene; elsees :: T|n =< [ > ey : 7] falls dg = true
[T > eq::7]n falls dg = false
mit dy = [T > eg :: bool]n

(v) [T > Xid : 7'.e 5 T =rlp=f:[7]—-1Ir]L
mit f(d) = [T /) > e=7] 0[] fir alle d € [7']
——

EEmJF[T//m]

elrlv
Noch zu zeigen: f ist stetig, dann folgt f € [7" — 7] C [v' — 7]L. Dazu muss man wissen, dass
alle [T' > e :: 7] : Envp — [7] L stetig sind. Spdter!
(vi) [I' > recid : T.e :: T|n ist der kleinste Fizpunkt der Funktion [T > Xid : 7.e = 7 — T]n (giltiges
Typurteil, da nach Voraussetzung T'[7 /4] > e 2 T gilt).

Problem: Um den Fizpunktsatz anzuwenden, brauchen wir eine stetige Funktion von [7] nach [7]
(also nicht [7] ).

~+ Spracheinschrinkung: rec id : T.e nur erlaubt, wenn e eine \-Abstraktion ist.

~+ In wohlgetypten rec-Ausdriicken muss T Funktionstyp sein.

Diese Einschrinkung ist verniinftig: Sie erlaubt die ,iblichen® rekursiven Funktionsdefinitionen,
bei denen immer ein Parameter verlangt wird.

Also: [T' > recidy : 7 — 7' Nids : T.e :: 7 — 7| ist der kleinste Fizpunkt der Funktion
[T > Xidy : 7= 7' Nids s e s (1= 7') = (7= 7)]n,
die in [[T — 7] = [t = 7']] liegt, weil Xids : T.e niemals L liefern kann nach Punkt (v).

Noch zu zeigen: [ > e :: 7] : Envr — [7]L ist wohldefiniert und stetig (in Punkt (v)).
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Lemma 3.1 Seien C, D, E dcpo’s, und E mit kleinstem Element Lg.
(a) Fir jeden Namen id € Id ist

substiq :  Envr x [T] = Envpir/,
(n,d) = n[*/ial

stetig.

(b) Wenn f: D — E stetig ist, dann ist die strikte Erweiterung von f, d.h. die Funktion

f*: D = E
J_l—>J_E
dvs f(d) firde D

ebenfalls stetig.

(¢) Wenn f:C x D — E stetig ist, dann ist auch

f**: CL XDL — F
(¢,d) — f(c,d) fallsce C,d e D
(¢,d) — L sonst, d.h. c= 1 oderd= L

Beweis: Als Ubung! a

Lemma 3.2 [[' > e:: 7] : Envr — [7] L ist wohldefiniert und stetig
Beweis:
(i) [T > ¢ :: 7] ist konstant und damit stetig.

(ii) [T > id :: 7] ist stetig, weil das Supremum von Umgebungen ,punktweise® definiert ist: Wenn
A C FEnur gerichtet, dann ist (| |A) (id) = | |(A id).

(iii) Folgt einfach:
[T'>eres Tl

L falls. . .
= {(I'>er =7 > ez 2]n) sonst

o, =apply([...e1...In,[...e2...]n)
= apply *S[[...el...}]n,[[...eg...]]m
= (apply™ o([...e1...],[---e2-..))7n

Da apply stetig ist und nach Induktionsannahme die [...e; .. .] stetig sind, folgt mit den Lemmata
die Stetigkeit von [I' > e eg :: 7].
(iv) Es gilt:

I' > ifegthene; elseey :: 7
n
1 falls [T > eg :: bool]n = L
[T >ep::7]n falls [T > e :: bool]n = true
[T >ey::7]n falls [T > eg :: bool]n = false
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(vi)

Sei

cond : [bool] — [[7]L x [7]L — [7].]
true — pry
false — pry

Dann ist cond wohldefiniert, da pry, pry stetig sind, und cond ist stetig, da [bool] eine diskrete
dcpo ist.

Also ist auch cond™ : [bool] | — [[7]L % [7]L — [7]L] stetig.

Beachte: cond*(L) ist das kleinste Element in [[7] L x [7]L — [7]L], d.h. die konstante Funktion
mit Resultat L.

Offensichtlich gilt
[T > ifeg thene; else ey :: 7[n = cond™ ([T > eg :: bool]n) ([I' > ey = 7]n, [I > ez :: 7n)

Nach Induktionsannahme sind die [...e;...] stetig. Ausserdem ist cond* stetig. Also ist
[T > ifegthene; elsees :: 7] stetig, da sie aus stetigen Funktionen ,zusammengesetzt® ist, ge-
nauer:

[T > ifegthene; elsees :: 7]n
= cond*([T > ep :: bool]n) ({[T > ey :: 7], [T > ez = T])n)
= apply(cond™([T > e :: bool]n), {(...)n)
= apply({cond” o[...eo...],{-..))n)
= (applyo{cond*o[...eo...,{[.--ex--],[---ea--])))n

[T>Xid:TmexT—7n=f:[r] = [r']L mit

:)
[

i) > e In[/ 4]
i) > e '] (substiq(n, d))

|
]
—
—3
~

Also

[T'> Nid :me: 7 — 7'nd [T /ia] & e T'] (substiq(n, d))

(IC[/ial > €2 7'] o substia) (1, d)

d.h.

[CoXNid:7me:m—=7] = curry([l["/sq] > e 2 7'] o subst;q)

Envr—[[r]—[7"].L] Envr X [r]—=[7"1L

Nach Induktionsannahme ist [['[" /4] > € :: 7] stetig. Ausserdem ist subst,q stetig und damit auch
die Komposition von beiden. ~» Durch curry entsteht eine wohldefinierte, stetige Funktion.

[T >recidy:7— 7/ Nide : e : 7 — 7]
= p ([0 > Nidy i 7 = 7' Nidy s e s (1= 1) = (1 = )] 1)

stetig nach Induktionsannahme

Da p nach Lemma ebenfalls eine stetige Funktion ist, entsteht also die linke Seite durch Kompo-
sition zweier stetiger Funktionen, also gilt die Behauptung. O
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Wie frither gelten die folgenden Lemmata:

Lemma 3.3 (Koinzidenzlemma) Wenn I' =f.c () [V und n =free (o) ', dann gilt

/

[Crextln = [MpexT]n
Lemma 3.4 (Substitutionslemma) WennT[" /i4]>e i 7 und T>€ = 7/, dann gilt fiir allen € Envp
mit [T > e ::7']np# L:

[T > el /i =rln = [O[7 /ia > e r] (757117 5))

Beispiel Sein die leere Funktion.

[rec fact : int — int. Az : int.ifx = Othen 1 else  * fact (x — 1) :: int — int]n
= wp([Mact : int — int. Az : int. .. ]n)

wobet
F: [int — int] — [int — int]

g — [[fact : int — int] > Az : int.if. .. int — int]n[9/ f4e)

Es gilt uF = |_| F"(Lint—int])
neN

In

Jfo = Lfint—int] = konstante L-Funktion
f1 [[...] > Az s intif. .. int — int]n[/° /e

also
f1 : [[int] — [[int]]J_

" s 1 fallsm=0
L sonst (da Multiplikation L liefert, wenn ein Argument L ist)

Durch Induktion folgt:

fi+ [int] — [int] .
. n! falls0<n<i-—1
" 1 sonst

Daraus ergibt sich:
(uF) :  [int] — [int]
ne (U fion= L (fin) =

€N €N

{n! fallsmn >0

1 sonst
Jetzt wieder zu zeigen: Addquatheit der denotationellen Semantik, d.h. fiir jeden Ausdruck e :: 3 gilt:
eSe o [exfBln=c (mitn=leere Funktion)
(Folgerung aus dieser Aquivalenz: e divergiert < [e :: f]n = 1)

,= Zeigt man wieder indem man beweist, dass jeder small step die denotationelle Semantik erhélt,
d.h.
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Wenn I' > e :: 7 und e — €, dann [I' > e 2 7] = [[' > €’ 2 7].
(Beweis in den Ubungen)

,<“ Fiir diese Richtung miissen wieder Relationen <% und <, fiir alle Typen 7 definiert werden, die
die Elemente der semantischen Bereiche mit den Werten und Ausdriicken in Beziehung setzen.

Definition 3.13 Induktion tber T
<0 C [r] x Val”
<; C [7] x Exp”
mit
(i) d<hv & d=v
(ii) f <0, v & firallede [r],v € Val" gilt: Wenn d <2, dann fd <, v’

(iii) d<,e < d= 1 oderdc [r] und es ex. v € Val” mite = v und d < v

Beachte: 1 <. e gilt fiir jeden Ausdruck e. Intuition: L sagt nichts iiber den Ausdruck e aus.
Umgekehrt: Wenn d # L und d <, e, dann gilt (insbesondere), dass e terminiert.

Wir wollen zeigen, dass fiir alle (abgeschlossenen) Ausdriicke e :: 7 gilt:
[e:xr] <, e
Als Vorbereitung: Eigenschaften der Relationen <, und <9.
Lemma 3.5
(i) Wenn d C d" und d' <% v, dann d <9 v.
(ii) Wenn dC d' und d’' <, e, dann d <; e.

(iii) Wenn A gerichtet und d <% v fiir alle d € A, dann | |A <% v.

(iv) Wenn A gerichtet und d <, e fir alled € A, dann | |A <, e.

Beweis:

o (i) = (ii)
SeidC d und d <;e. Wenn d’ = L, dann ist d = L, also d <, e trivialerweise erfiillt.
Sei d’ # L. Dann ex. ein v € Val mit e = v und d’ <% v. Nach (i) folgt dann d <2 v. Also auch
d<,e.
o (i) = (iv)

Es gelte (iii). Sei d <; e fiir alle d € A. Zu zeigen: | J|A <; e
Wenn A = {1}, dann | |A = 1, also | |A <, e trivial.
Andernfalls ex. ein d € A mit d # L. Also ex. ein v € Val mit e = v und d <% v (fiir dieses d).
Da ,—“ deterministisch ist, muss dann zu jedem d € A das gleiche v passen, d.h. es gilt sogar
d <% fiir alle d € A\ {L}. Also gilt nach (iii) | JA\ {L} <% v. Und wege | JA = A\ {L} folgt
LJA <Y v und damit | A <, e.
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o (i) durch Induktion iiber 7
Basistyp 8: d C d' < d = d’, also nichts zu zeigen.

Funktionstyp 7 — 7/: Sei f C g und g <% ., v. Per Definition gilt fiir alle d € [r] und fiir alle

v € Val” mit d <% v': gd <, v’

T

Wegen f C g gilt fd C gd fiir alle d € [7], also folgt nach Induktionsvoraussetzung fd <, vv’
(fiir alle d € [7], v € Val™ mit d <% v'). Das bedeutet f <Y, , v.

e (iii) durch Induktion iiber 7
Basistyp (: Klar, da A nur einelementig sein kann.

Funktionstyp 7 — 7/: Sei f <%, , v fiir alle f € A. Zu zeigen: | |A <% ., v. Seid € [7],v" € Val”

=TT

mit d <% v, Zu zeigen: (| JA)d <, vv’, wobei (| JA)d= |] fd.
fea
Wegen f <% ., v gilt fd <. v fiir alle f € A. Nach Induktionsannahme fiir 7/ folgt also
L] fd<.ov. O

fea

Satz 3.9 Fiir jeden Ausdruck e € Exp™ gilt:

le::7]n <. e (fir die leere Umgebung n)

Beweis: Behauptung wird auf beliebige (nicht unbedingt abgeschlossene) Ausdriicke e verallgemeinert.
Wenn [idy : 71,...,4dp : Tp) be : 7 und n E T, dann gilt fiir alle e; € Ezp™ mit i =1,...,n:

r
Wenn 7(id) <, e; fir i =1,...,n, dann [I' > e :: 7[n <, e[* /i, ]

Vorbemerkungen:

e Da 7 (id) € [r;], also n (id;) # L bedeutet die Voraussetzung 7 (id;) <., e; insbesondere, dass die
Ausdriicke e; alle terminieren.

e Wenn [I" > e :: 7]n = L, so ist nichts zu zeigen, also kénnen wir uns auf den Fall [I' > e :: 7] # L
beschréanken.

Induktion iiber die Grosse von e (ausgewihlte Félle):

e Applikation: e e’
Sei [T > ee’ :: 7] # L. Dann gilt:

Lo sry = (Doexr =)0 > e = 7'Tn)

Nach Induktionsannahme gilt:
—[C>euxt —=1n <o e[/,
— [T > e 7y <p el /a0y

Also existieren v € Val” =7 und v/ € Val” mit
—[Crext —=7n<, . vund e[/, S

T

— Do =7]n < o und €[ /g,y = o'

27



3 Denotationelle Semantik fiir £}

Per Definition von <° folgt:

=77/

([Ceexr =7ln) (L > e rn) <, v

=[C>ee’::7]n
d.h. es ex. ein v” € Val™ mit [T > ee’ :: 7]y <2 " und vo’ = v".

(e€)[*/ia,]i= (e[ /ia.lizr) (€% /ia:lizn)

,U//

be

Damit ist bewiesen [I' > ee’ :: 7] <, (e€)[% /ia,]T1.

e Rekursion: recid : 7 — 7. \id’ : T.e

[T > recid:7— 7' Xid :7e: 7 — 7'|ln=pF = || F/ (L), wobei
keN

F: [r=7]—=[]r—17]
g [[I’[T_’T//id] > Nid i Te T — N9/ 4]

Nach dem Lemma geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes k € N gilt:
FF( L) <o (vecid : 7 — 7/ Xid 7€)% /14,174
Induktion iiber k:
- k=0
Zu zeigen: Lp; . <; 7 (rec...)[%/iq, ]}y

d.h. ex. ein v € Val™”" mit Loy <0, vund (rec...)[/ig, ]y = v.

Es ist klar, dass (rec...)[%/;q;]7_; terminiert, denn nach (UNFOLD) ergibt sich eine A-
Abstraktoin. Also bleibt L, <%, v zu zeigen. Sei also d € [r] und v' € Val” mit
d <% v'. Dann gilt L, _,,pd= L <, vv' (unabhiingig von v und v’).

—k~Ek+1
Nach Induktionsannahme fiir k gilt: F*( L) <;opr (rec...)[ /i, 10y
Es gilt
FFY L) = F(F*( L)) )
= L7 Jia] > Nid' : 17— 7'] n[F (lﬂfﬂr’ﬂ)/id}
—_——
n/

O.B.d.A.: id ¢ {idy,...,idp}

Wegen n(id;) <,, e; gilt auch n'(id;) <, e; fiiri =1,...,n.

Ausserdem: 1/ (id) <,_, (rec...)[* /i, ]

Also gilt nach Induktionsannahme fiir den kleineren Ausdruck \id’ : 7.e:
[P /1o Xid' e m = 7'y <rop W

mit v = (X...)[% /i, ], [Fe I ailiz /4] also der Wert, der sich mit (UNFOLD) aus dem
rec-Ausdruck ergibt.
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=T

Damit ist gezeigt: Fk‘*'l(L[[THT/H) <s;m v, d.h. Fk“‘l(L[[THT,]]) <0 v

Damit ist
Fk+1(J-[[T—>T/]]) <rr (rec.. ')[Ei/idi]?:].
bewiesen, da (rec...)[% /;4,]7; — v. 0

Satz 3.10 (Addquatheit der denotationellen Semantik)

(a) Fiir jeden abgeschlossenen Ausdruck e :: 7 gilt:
le:7ln# L < e terminiert (fiir leeres n)

(d.h. e :: 7] = L < e divergiert)
(b) Fiir jeden Ausdruck e :: 8 gilt:

Beweis:

(a) ,=“ Nach dem letzten Satz gilt: e :: 7] <, e. Also terminiert e, weil [e :: 7]n # L.
,<=“ Es gelte e = v. Da small steps die denotationelle Semantik erhalten, gilt dann
lextln=[ve7]n = [extn#1L
——
elr]#L
(fiir leeres n)

(b) ,=“ Wenn [e = ] = v, dann ist [e :: 8] # L, also gilt nach (a) e = v. Da small steps die
denotationelle Semantik erhalten, folgt:

v=[e=zB] = =:pB]=2

,<=* Klar. O

3.6 Folgerung aus der Adaquatheit

Wenn [I' > e:: 7] = [I' > ¢ :: 7], dann sind e und €’ beobachtungskongruent beziiglich T', das heisst, sie
sind in allen (T, 7)-Programmkontexten gegeneinander austauschbar, ohne dass sich das beobachtbare
Verhalten des Programms verdndert (Beweis wie frither: Weil die denotationelle Semantik ,komposi-
tionell“ ist, bleibt die denotationelle Semantik des Programms erhalten, wenn man einen Ausdruck im
Programm durch einen denotationell dquivalenten Ausdruck ersetzt. ~» Wegen der Adiquatheit bleibt
auch das beobachtbare Verhalten gleich).

Frage: Gilt auch die Umkehrung?

D.h. miissen zwei beobachtungskongruente Ausdriicke die gleiche denotationelle Semantik haben? (sog.
»fully abstraction*)

Antwort: Nein!

Intuitive Begriindung: Die denotationellen Bereiche enthalten unnétige Funktionen, wie das , parallele
oder* oder das ,parallele if-then-else“, die sich in £} nicht implementieren lassen (weil £} ,sequenti-
ellen Charakter® hat).
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~+ Dies fiihrt in der denotationellen Semantik zu “unnétigen Unterscheidungen®, die operationell nicht
auftreten (weil es keinen Programmkontext gibt, der diese Unterscheidung erzwingt).

Losungsversuche:

(1) Denotationelle Semantik verbessern, indem man Funktionen mit ,parallelem“ Verhalten entfernt
(~ keine einfachen Losungen).

(2) Die Sprache £} erweitern ~» mehr Programmkontexte ~» Verfeinerung der Beobachtungskongruenz
~» Ubereinstimmung von denotationeller Semantik und Beobachtungskongruenz

(wurde von Plotkin 1977 gelést ~» Hinzunahme des parallelen if-then-else geniigt, um full ab-
straction mit unserer depo-Semantik zu erreichen)
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Welche denotationellen Aquivalenzen gelten in unserer Semantik? Gelten die fiir £f bewiesenen auch
fiir £47?

Im allgemeinen nicht! Da £4 mehr Programmkontexte enthiilt, ist die Beobachtungskongruenz feiner
als die von £}, d.h. manche Beobachtungskongruenzen von £} gelten in LY nichi.

Beispiel In LY gilt die sog. n-Konversion (Ubung 2, Aufgabe 1):
Wenn id & free (e), dann [ > ex7—= 7] =T > Xid : Teid :: 7 — 7]

Kann  (in  dieser Allgemeinheit) fir L5 mnicht gelten, denn: Wenn e divergiert, dann st
[C>exT—7]=1, aber [I' > Aid : T.eid :: 7 — 7'] # L.

Stattdessen gilt nur folgende Einschrinkung:

Wenn id & free (e) und [I' > e 7 — 7'] # L, dann ist
[T>ecxT—=7]=[C> Xid:Teid 7 — 7.

Speziallfall (sog. n-value-Regel):

Wenn id & free (v), dann gilt:
[Cover—=7]=[v> Xid:7vid 27— 7'].
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4 Denotationelle Semantik fiir call-by-name

Ist einfacher als call-by-value, da man keinen Unterschied zwischen der Semantik von Ausdriicken und
der Semantik von Werten machen muss.

Definition 4.1 (Semantische Bereiche) Alle semantischen Bereiche enthalten ein kleinstes Element.
Sie sind durch Induktion iber T definiert:

[[int]] = ZL
[bool] = Bool,
[unit] = Unit,
[rn—= 7] = [[m] — [r2]] (Bereich der stetigen Fktn. mit argumentweiser Ord.)
[ri*x72] = [n] x[re] (Produktdcpo, d.h. Paare sind komponentenweise geord.)

Beispiel
(1) [int — int) = [Z, — Z, ]

Da 7, nur endliche aufsteigende Folgen hat, sind die stetigen Funktionen genau die monotonen.
Fiir eine monotone Funktion f : 7, — Z., g¢ibt es zwei Mdglichkeiten:

(a) f ist strikt, d.h. f(L) = L. Dann kann man f(n) fir alle n € Z beliebig wdihlen.
(b) f(L) € Z. Dann gilt fir allen € Z: f(L) C f(n) und damit f(L) = f(n), also f konstant.
Also gilt: [int — int] besteht aus den strikten und aus den konstanten Funktionen.

Intuition: Konstante Funktionen werden als Semantik von A-Abstraktionen bendtigt, die ihr Argu-
ment ignorieren. Strikte Funktionen stehen fiir A-Abstraktionen, die ihr Argument wirklich benut-
zen, z.B.:

— [Azx:int.0) = f:Zy — Z, mit f(L)=0.
— [MAz:intxx0]=g:Z, —Z, mit g(L) =1, g(n) =0 fir allen € Z
(2) [bool — bool — bool] = [Bool; — [Bool) — Bool ]|

enthdlt z.B. die currifizierte Version des ,parallelen oder®, d.h. die Funktion

por : Bool; — [Bool, — Bool | |

true  falls d = true oder e = true
porde = < false  falls d = e = false
1 sonst.

Definition 4.2 Umgebungen n sind wie iblich definiert als partielle Funktionen

n:Id— | [7]

7€ Type

Beachte: Es kann 7 (id) = L[, gelten, also insbesondere 7 (id) = Lpjng). Das entspricht der call-
by-name-Parameteriibergabe: Auch divergierende Ausdriicke e konnen fiir einen Namen id eingesetzt
werden.

Definition 4.3 (Semantik von Ausdriicken) Jedem giiltigen Typurteil T > e :: 7 wird eine Funktion
[T'>e:7]: Envr — [7]

zugeordnet (Beachte: [7] statt [7] L im Vergleich zu call-by-value) durch Induktion iiber die Grisse von
e:
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[T > c:: B]n = c fiir jede Konstante vom Basistyp

[0 > op ::int — int — B]n = curry((op?)**)
also die doppelt strikte Erweiterung der Funktion op!, (op?)™* :Z, x Z, — 15]L

[T > fstm s = 1n=opry: 1] % [r2] = [71]
(Beachte pry ist stetig, also pry € [[11] X [r2] = [n1]] = [n1 x =2 — 71])

[C>eresurn=(Cre =7 —=7]) (L >eg::7])

€l 1=Irll=lr"—] €[]
Beachte: Wenn [I' > ey :: 7" — 7]n = L7, dann ergibt sich Lp.y, weil L.y die konstante
Funktion mit Resultat 1 ist.
Andererseits: Wenn [I' > ey :: 7'] = L) kann trotzdem ein Resultat # L. entstehen.

[T > (e1,e2) i m xm2]n= ([T > ey =m]n, [T > ex:: m2]n)

J_[[T]] falls [[F > eg bOOl]]?] = J—[[bool]]
o [[' > ifegthenejelsees = 7[n =< [ > ey ::7]n falls [I' > eg :: bool]n = true
[T > es::7]n falls [T > eg :: bool]n = false
o [ Xid:1ex7—7n=f:[r] =[] mit f(d) =[] /) > e=7] 0% fir aled e []

——
GE"”F[T/MI]

el]

[T >recid:re:7]n=p(l > Nid:T.e : 7 — 7]

Elr—=7l=(l71=I-1]
Beachte: [1] besitzt kleinstes Element Ly, also existiert der kleinste Fixpunkt jeder stetigen Funk-
tion.

Beispiel
e [rec f:int — int.f]n = p( Af:int = int.f )= L[ineing
—_———
Identitét auf [int — int]

e [rec f:int — int.\x : int.f 2]n = p([Af : int — int. Az : int. f z]n) = pF wobei

F(9) = [If:int — int] > Az :int.f 2 :: int — int]n[?/¢]

=9
also MF = J—|Ii1r1t~>int]]

Also: Beide Ausdriicke haben die gleiche denotationelle Semantik, obwohl sie sich operationell unter-
schiedlich verhalten (der eine divergiert selbst, der andere erst, wenn er mit einem Argument aufgerufen
wird).

Kann unter diesen Umsténden Adédquatheit gelten?

Satz 4.1 (Adiquatheit der call-by-name Semantik) Fiir jeden Ausdruck e :: B (abgeschlossen,
Basistyp) gilt:

ec & [e:pln=c (leere Ungebung n)
(und damit: e divergiert < [e :: ] = Lyg1)
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Beachte: Die Addquatheit gilt hier, weil wir nur abgeschlossene Ausdriicke vom Basistyp ,,beobachten*
konnen. Konnte man auch Ausdriicke vom Funktionstyp ,,beobachten® (bezgiiglich Terminieren oder
Divergenz), dann wiire diese Semantik nicht adiquat, denn dann kénnte man rec f.f und rec f A \x.f x
unterscheiden.

4.1 Vergleich zu call-by-value

In call-by-value Semantik muss rec f.f und rec f.Az.f = auf jeden Fall unterschieden werden (auch wenn
man nur Beobachtungen vom Basistyp zulésst), denn die Programme

(Af :int — int.0) (rec f.f)
und
(Af :int — int.0) (rec f.Az.f x)

verhalten sich verschieden in call-by-value.

Intuitive Erkldrung: In call-by-name Semantik gibt es nur eine Moglichkeit, einen Ausdruck vom Funk-
tionstyp auszuwerten: Man muss ihn mit einem Argument aufrufen (Regel (APP-LEFT)).

Dann verhélt sich aber ein selbst divergierender Ausdruck wie rec f.f genauso wie ein Ausdruck, der
erst beim Aufruf divergiert, wie rec f.Ax.f z.
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5 Vergleich call-by-value vs. call-by-name

Substitutionslemma: Gilt in der cbv-Semantik nur in eingeschrénkter Form, nédmlich:

Wenn [I' > €' :: 7']n € [7] (also # L), dann gilt:
[T > el /il 7ln = [T[7 /il > e rnlT> 57 /5]
In cbn-Semantik gilt diese Gleichung uneingeschrinkt, also ohne Voraussetzung iiber e’.

Folgerung: §-value- bzw. 5-Regel.

e In cbv gilt
[T Nid:7e)e =7]np = [L el /i =7l
falls [T > e’ :: 7/]n # L, also insbesondere die sog. 8-value-Regel:
[T > Nid:T.e)vt] = [T>e["/i] 7]
e In cbn gilt die 1. Gleichung ohne Voraussetzung, also die sog. 8-Regel:
[T (Nid:7'e)e =7] = [T e[ /7]

n-value- bzw. n-Regel:

e In cbv gilt: Wenn id & free (e) und [I' > e :: 7 — 7']n # L, dann ist
[T Xd:reid:T—7In = [IrexT—1n
Insbesondere gilt die n-value-Regel:
Wenn id ¢ free (v), dann [I' > Nid : 7wid 7= 7] = [TrovarT— 7]
e In cbn gilt die 1. Gleichung ohne Einschrinkung fiir e, d.h. es gilt die 7-Regel:
Wenn id & free (e), dann [I' > Aid : 7eid =7 = 7] = [[peut— 7]
a-Konversion: In beiden Semantiken gilt die a-Konversion (= Umbenennung von Parametern):
Wenn id' & free (), dann [[ > Xid : e i 7 — 7] = [T > XNid' : 7.e[i? /iq] = 7 — 7]
Currifizierung;:

Definition 5.1 Seien D, E dcpo’s. Fine Isomorphie zwischen D und E ist eine bijektive Funktion
¢: D — E, fir die gilt: ¢ und ¢~ sind stetig.
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5 Vergleich call-by-value vs. call-by-name

In cbn-Semantik gilt:

curry : [ x 7 = 1] = [11 = 2 = 73]
curry fde = f(d,e)

ist eine Isomorphie. curry ist stetig, denn curry ist Semantik eines abgeschlossenen Ausdrucks:
curry = [Af:imixm o Az AY T f (2y) L]
Umkehrfunktion von curry ist die Funktion

decurry : [11 — 72 = 3] = [11 *x 72 = 73]
decurry g (d,e) = gde

decurry ist ebenfalls stetig, denn
decurry = [Ag:m1 — T2 = T30z T *T2.g (fst 2) (snd z) .. ]

curry und decurry sind tatsdchlich invers zueinander, wie man leicht sehen kann.

In cbv sind curry und decurry keine Isomorphismen (da sie nicht bijektiv sind). Fiir die semantischen
Bereiche gilt:

[[Tl * To — 7’3]] = [[[7'1]] X [[7-2]] — [[7-3]]L}7
enthélt also 2 Elemente, wenn 7; = unit fiir i = 1,..., 3. Hingegen
[rn—=m—=m] = [[n] =[] = [ms]i)L]

enthélt 3 Elemente fiir 7, = unit.

curry ist nicht surjektiv, weil die konstante Funktion mit Resultat L (die, die schon mit einem
Argument divergiert) liegt nicht im Bild von curry.

decurry ist nicht injektiv, weil die Funktion f;, die mit einem Argument schon L liefert, und die
Funktion fs, die erst im 2. Argument stets L liefert, werden durch decurry beide auf die konstante
1 -Funktion abgebildet.
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